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Algebra und Zahlentheorie. 

Roth, William E.: On the eharaeteristie values of the matrix i(4, B). Trans. Amer. 
Math. Soc. 39, 234—243 (1936). 

It is known that if two matrices A and B of order n are commutative, there is 
& correspondence a; ob; between the characteristic values of A and B such that 
every scalar polynomial f(A, B) has as its char. values f(a,,b)),i=1,...,n. The 
author obtains a more comprehensive necessary condition on A and B that they shall 
have this property which he thinks may also be sufficient. For A in Jordan form, 
the general form of B is displayed. .. . MacDuffee (Madison). 

Palamä, 6.: Su due nuove generalizzazioni del determinante di Vandermonde. 
Atti Accad. naz. Lincei, Rend., VI. s. 23, 283—35 (1936). 

Es werden Determinanten folgender Art berechnet: Sei b,,b,,... eine arithmeti- 


« 
sche Progression r-ter Ordnung, so daß 4, =b, +", ) d,, mit gegebenen Grö- 
1 


v—= 
ßen d,,...,d,. Man ersetze b, durch a, » =1,2,...,n) und bezeichne die Glieder 
der zugehörigen arithmetischen Progression mit b,, ,b,,,...; man setze b,]b,2...d, u =Cu- 


Dann ist ER 
[ul Te II IT (a. ade 4,_1) “ 


v=2 x—v 
Analoge Determinanten werden aus geometrisehen Progressionen gebildet. Otto Szdsz. 

Weitzenböck, R.: Zur Theorie der p-Relationen. Akad. Wetensch. Amsterdam, 
Proc. 39, 503—508 (1936). 

Verf. gibt einen einfachen Beweis des Satzes von Mertens, daß die quadratischen 
p-Relationen einen Modul für alle p-Relationen (ganzen rationalen Beziehungen 
zwischen @,;-Koordinaten = Determinanten einer Matrix) bilden. Griss. 

@ Spierenburg, Cornelis Antonius: Das Komitantensystem einer kubisehen und 
zweier quadratischen binären Formen. Groningen-Batavia: P. Noordhoff N. V. 1936. 
XI, 91 S. [Holländisch]. 

Spierenburg, €. A.: Das Komitantensystem einer kubisehen und zweier quadratischen 
binären Formen. Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 39, 528—-531 (1936). 

Verf. skizziert die Bestimmung eines vollständigen Komitantensystems einer 
kubischen und zweier quadratischen binären Formen durch Überschiebung eines 
kleinsten vollständigen Systems von zwei quadratischen Formen und einer kubischen 
Form. Unter Verwendung bekannter Reduktionsformeln für Überschiebungen und 
weiter nach einem analogen Verfahren von B. L. van der Waerden wird ein kleinstes 
volles Komitantensystem erhalten, welches 41 Formen enthält. Für ausführliche Her- 
leitung dieses Systems samt Besprechung seiner Bedeutung in Bezug auf die Auf- 
stellung der Kombinanten zweier Kegelschnitte und geometrischer Deutung seiner 
wichtigsten Formen siehe die holländische Fassung. Griss (Doetinchem, Holl.). 

Alaei, V.: Eine Klasse von algebraischen Gleichungen mit trigonometrischen 
Wurzeln. Bol. mat. 9, 5—7 (1936) [Spanisch]. 


Tietze, Heinrich: Über die Vorzeichenregeln von Descartes und Fourier-Budan. 
Mh. Math. Phys. 43, 210—214 (1936). | 
Ein neuer Beweis für die Vorzeichenregeln von Descartesund Fourier-Budan, 
welcher für die innerhalb eines reellen Intervalls analytischen Funktionen gültig ist. 
N. Tschebotaröw (Kasan). 
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Agrö, Francesea: Sopra una elasse di polinomi definiti, Boll. Un. Mat. Ital. 15, 


86-89 (1936). 
Ein rein algebraischer Satz von Collucei (dies. Zbl. 10, 193), daß ein der linearen 


Differentialgleichung (a) +0,19 (2) ++ +0, pP (x) = (a) 

genügendes Polynom $(z) definit bzw, semidefinit ist, wenn die charakteristische 
Gleichung 1+0,4-+ --- + 0,u* = 0 lauter reelle Wurzeln hat und f(x) ein definites: 
bzw. semidefinites Polynom ist. N. Tschebotaröw (Kasan). 

Obreehkoff, Nikola: Sur les polynomes univalents ou multivalents. Bull. Sci. 
math., II.s. 60, 36—42 (1936). 

Detailed exposition of a Comptes Rendus-Note reviewed in this Zbl. 9, 118. 

; @. Szegö (St. Louis, Mo.). 

Sehrutka, Lothar v.: Zu Wirtingers „Bemerkung zur Partialbruchzerlegung“.. 
Mh. Math. Phys. 43, 415—418 (1936). 

Wirtinger [Mh. Math. Phys. 31, 58—59 (1921)] hat folgende explizite Formel 
für die Partialbruchzerlegung angegeben: 

0, (z Ti a) . 
FO per, ae 
wobei F (x) = II(x— a,), D)r;—=n, meine der Zahlen 1, 2, ...,9; A()=|(&— )*| 
bedeutet. Ihre Richtigkeit beweist er, indem er in dem Ausdruck von P(«) 
={P(a):F(x)}- P(x) der Reihe nach die Werte = &,,&,,...,&„ setzt und dann 
den Identitätssatz der Polynome anwendet. — Der Verf. leitet diese Formel ab aus 
der für Polynome P;(x) @=0,1,...,n—1) vom Grade <n—1 geltenden Identität 
Po(@), Pi(@), ». ., Pn(@) 
ae 
Po(En), Pıl&n)s- » > Pn(En) 
worin er P,(2) = P(x), P,(x) =F(x) - (c — a)" r=1,2,...,n) setzt, — Außer- 
dem gibt der Verf. einen expliziten Ausdruck für A(£). N. Tschebotaröw (Kasan). 
_ Lipka, Stefan: Über die Irreduzibilität von Polynomen. Mat. termöszett. Ertes. 54, 
349— 355 u. deutsch. Zusammenfassung 356—357 (1936) [Ungarisch]. 

Sind die Koeffizienten des Polynoms f(z)=2*"+a,a""!+-...+a, (a,„=0) ganze 
Zahlen und besteht mindestens eineder Ungleichungen |a, | > (|1+a,|+Ja3|+ --- +Ja, |); 
Ya>Y5(laltlal+lal+ + lan), (>90); ya>Y2ı+laltlalt-:- Han), (@>0); 
so ist /(x) irreduzibel, Ist n>4,a,>0 und Ya> 2 (1+Ja,]+Jag|+las|+Ja;I+» -»+[an]) 
so zerfällt /(z) in höchstens zwei irreduzible Polynome im rationalen Körper, Ist 
das Polygon mit den Ecken (—1,0), (0,1), (1,a,), (2,@,), (n,a,), (n-+1,0) im 
Punkte (l1,a,) konkav und in den übrigen Ecken konvex, so ist f(x) irreduzibel,. 
Das Polynom g(@a)=a,P +a,2+02°+---+a, wird für feste ganze Zah- 
len a,,@1,.. .,Q, irreduzibel, wenn k=1 und p eine genügend große Primzahl ist,, 
oder wenn p eine beliebige Primzahl, k eine genügend große positive ganze Zahl und 
@, =# 0 ist. Diese Sätze verschärfen oder verallgemeinern einige Sätze von Perron 
und von L. Wiesner, 82. Nagy (Szeged). 

- Petterson, Erik L.: Erweiterungen einiger Irreduzibilitätskriterien. Ark. Mat. Astron.. 
Fys. 25 B, Nr 14, 1—8 (1936). 

Der Verf. verallgemeinert ein Irreduzibilitätskriterium von Trygve Nagell (dies, 
Zbl.11, 388), indem er folgende Sätze beweist: I. Ist /(2)=2”+E-M(x)- x + aN (x), 
so ist /(z) irreduzibel, falls 1. die Resultante von N(x) und 2" + EM (x) gleich +1 
ist, 2. |E|>1-+ Ja®-! ist, 3. |a| ist keine I-te Potenz einer ganzen Zahl, wenn I 
ein Teiler >1 von m ist. — II. Dasselbe gilt, wenn f(x) = =” + N(x)[EM(x) x + a] 
mit, (N(O),a)=1 ist und 2, 3. erfüllt sind. — III. Dasselbe gilt, wenn 
2) = #" + N(e)[EM(x) +a] mit (N(0),a)=1, v den Minimalexponenten der 
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Kongruenz @ = +1 (mod E) ist, es keinen echten Teiler d von a mit d”® = +1(modE) 
gibt und wenigstens eine der Bedingungen (M (x), a)>1, 0 > m erfüllt ist. — IV. Das- 
selbe gilt, wenn f(x) = a” +G(&) g(z)[a g(x)" + EM(x)] mit g(0)= +1, ag(O)" 
+EM(0)=-+p (p eine nicht in @(0) aufgehende Primzahl ist) ist und der Minimal- 
'exponent v der Kongruenz a’=-+-1 (mod E).nicht kleiner alsmist. N. Tschebotaröw. 


' Waerden, B. L. van der: Die Seltenheit der reduziblen Gleichungen und der Glei- 
ehungen mit Affekt. Mh. Math. Phys. 48, 133—147 (1936). 

Das Hilbertsche Problem nach der Existenz von Gleichungen mit vorgeschriebener 
Gruppe würde gelöst werden, wenn wir die Lösung folgender vom Verf. als „quantitative 


Galoissche Theorie‘ bezeichneter Aufgabe besitzens Man bestimme die Häufigkeit 5 


der Polynome mit einer bestimmten Gruppe ®, wobei T die Anzahl sämtlicher ganz- 
zahliger Polynome f(2)—=c,+c1% +:-- +2" mit |c,|< N bedeutet, während 8 
‚gleich der Anzahl derjenigen unter diesen Polynomen ist, deren Gruppe & ist. — Der 
Verf. löst diese Aufgabe für reduzible Polynome und für Polynome mit Affekt. Er 
zeigt nämlich, daß die in Faktoren von Graden q und r (a+r=n) zerfallenden 
Polynome die Häufigkeit O(N-?) (falls g<r) und O(N-2InX) (falls g=r) besitzen. 
— Der Verf. ist nicht imstande, für diese Häufigkeit das Hauptglied des asymptotischen 
Ausdruckes genau zu bestimmen. Indessen zeigt er am Beispiel der Polynome 9. Grades, 
.daß die Polynome mit der Gruppe ©, x ©, und & x ©, die Häufigkeit vom gleichen 
Typus & - N"? besitzen, so daß für die Lösung des Hilbertschen Problems die genaue 
Bestimmung der Konstanten & unentbehrlich ist. — Für die Häufigkeit der Poly- 


1 
nome mit Affekt gilt er N *ulmN. _ Das Ende der Arbeit ist der Bestimmung 


der Häufigkeiten der kubischen Polynome mit verschiedenen Gruppen gewidmet. 
N. Tschebotaröw (Kasan). 


Amato, Vincenzo: Equazioni a gruppo di Galois intransitivo ed eguazioni a gruppo 
‘G@,. Mem. Accad. Ital. 7, 25—34 (1936). 
i Der Verf. untersucht die Galoissche Gruppe einer intransitiven Gleichung. Ist 
(x) = f(®) fs(®) - - - fn(&) = 0 eine solche Gleichung [die /;(x) seien irreduzibel], und 
ist @ ihre Galoissche Gruppe, so führt er die Bezeichnung G=@,@,...@, ein, wobei @, 
(im allgemeinen keine Untergruppe von @) die Gruppe von f;(z)—0 bedeutet. Ähnlich sei 
T', die Gruppe von a —=0. Sindnun 6, 7‘; die größten Untergruppen von @, die nur 
die Wurzeln von f; (2) —0( bzw. von ne —=0 vertauschen, so ist offenbar @, <> 7 R 


C 


.I;> zZ . — Der Verf. führt noch die Faktorgruppen & ; Fe ein (der Ref. hält das 
für nicht ohne weitere Erklärung zulässig, etwa wenn @; nicht eine Untergruppe 
von G,; ist) und beweist, daß 2 on ist (dag folgt Sbzlerns daraus, daß die Normal- 
teiler G; und /% relativ prim sind und daß G: > er gilt). — Der Verf. stellt Re- 


solventen auf, die 2 bzw. “ als Galoissche Gruppen haben. — Zuletzt führt der Verf. 


[7 


den Begriff zyklisch imprimitiver Gruppen ein und knüpft ihn an den früher 
eingeführten Begriff der Fundamentaluntergruppen von totalen Gruppen (dies. Zbl. 
10, 393). N. Tschebotaröw (Kasan)., 

Wegner, Udo: Über die Permutationen der Galoissehen Gruppe einer Gleichung. 
Deutsche Math. 1, 186—190 (1936). 

In einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 12, 193) hat der Verf. den Zyklentyp einer 
Permutation bestimmt, die einem erzeugenden Automorphismus der Trägheitsgruppe 
des durch Wurzeln der Gleichung erzeugten normalen Körpers zugeordnet ist, wenn 
das Zerlegungsgesetz der dieser Trägheitsgruppe entsprechenden Primzahl bekannt ist 
und als regulär vorausgesetzt wird. Hier tut das der Verf. für den TE Auto- 
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morphismus der Zerlegungsgruppe. Ohne die komplizierte Bildungsregel der Ord- 
nungen der Zyklen solcher Permutationen zu reproduzieren, will ich einige der zahl- 
reichen Folgerungen dieses Ergebnisses erwähnen: A. Die einer regulären kritischen 
Primzahl p entsprechende Zerlegungsgruppe ist dann und nur dann abelsch, wenn 
p = 1 (mod e). gilt, wobei (p) = Pr P® ... Pr, e = (e1, &,...,&%) Ist, — F. Ist I'(9) 
ein auflösbarer Körper vom Primzahlgrade I, und ist in Z'(9) (pP) = Bı(Pı Pa - - - Ps)”, 
wobei ® vom Grade Eins und die ®; vom Grade f sind, so gilt p=1 (mod m). — 
G. Zerfällt in einem Körper vom Primzahlgrade I eine reguläre kritische Primzahl p 
wie folgt: (p) = ®, so enthält die ihm zugehörige Gruppe eine Permutation, die aus 
einem Zyklus 1. Ordnung und sonst aus Zyklen t-ter Ordnung besteht, wobei t der 
kleinste Exponent derart ist, so daß p! = 1 (mod |) gilt. — H. Bei den obigen Voraus- 
setzungen ist die Ordnung der Galoisschen Gruppe des Körpers gleich Ig(nl +1), 
wobei g durch den Exponenten, zu dem p mod} gehört, teilbar ist. N. Tsschebotaröw. 


Weber, Werner: Zum Gleichheitsbegriff in der abstrakten Algebra. Deutsche Math. 
1, 190-197 (1936). | 

ADT seien zwei Ringe, M eine Menge, D der Durchschnitt von M und I’, © Teil- 
menge des Durchschnittes von M und A. Es wird bewiesen, daß es einen zu A über I" 
isomorphen Ring K>I'gibt, der mit M genau den Durchschnitt © hat. Beispiele 
dafür, daß Existenzaussagen dieser Art unter Umständen falsch sein können. Köfthe. 


Deuring, Max: Über den Hauptsatz der Algebrentheorie. J. reine angew. Math. 
175, 63—64 (1936). h 

Der Hauptsatz der Algebrentheorie besteht darin, daß die normalen einfachen 
Algebren X über einem algebraischen Zahlkörper k vollständig durch ihre B-Invarian- 


ten (m)beschrieben werden können, die den Bedingungen genügen: (1) nur endliche 


viele (5) sind #0 (mod 1); (2) für unendliches ® ist 2 (5) =0 (mod 1), (3) es gilt: 
B = 0 (mod 1); — aber sonst beliebig sind [Hasse, Trans. Amer. Math. Soc. 


34, 171—214 (1932); dies. Zbl. 3, 386]. Um eine Algebra mit beliebig. vorgegebenen, 
nur den Bedingungen (1—3) genügenden P-Invarianten aufzustellen, macht Hasse 
von dem Satz über die arithmetische Progression in seiner allgemeinsten Form wesent- 
lich Gebrauch. — Verf. gibt einen rein arithmetischen Beweis des Hauptsatzes, wo- 
mit er auch den von Chevalley gegebenen rein arithmetischen Aufbau der Klassen- 
körpertheorie ergänzt. N. Tschebotaröw (Kasan). 


Zahlentheorie: 


@ Jung, Heinrieh W. E.: Einführung in die Theorie der quadratischen Zahlkörper. 
Leipzig: Max Jänecke 1936. VIII, 150 S. RM. 5.80. 

Der Zweck des Buches ist ein didaktischer: es soll im Anschluß an die 1935 im gleichen 
Verlage erschienene „Einführung in die Zahlentheorie‘‘ des Verf. den Anfänger in die Theorie 
der quadratischen Zahlkörper einführen und durch diese in allen Einzelheiten konstruktiv 
übersehbare spezielle Theorie eine wesentliche Grundlage geben für das spätere Verständnis 
der allgemeinen Theorie der algebraischen Zahlen. Methodisch neu ist die Vermeidung des 
Dedekindschen Idealbegriffs für die Begründung der Zahlkörperarithmetik. An seine Stelle 
tritt der Begriff des Primteilers, und zwar in der vom Verf. auch bei den algebraischen Funk- 
tionen verwendeten Gestalt der homomorphen Abbildung des gegebenen Körpers auf einen 
endlichen Körper. Von der neueren Entwicklung der Zahlentheorie aus gesehen ist diese 
Begründungsart, die von der bewertungstheoretischen nur unwesentlich unterschieden ist, 
der Dedekindschen Begründung vorzuziehen, da sie das für die Theorie Wesentliche, nämlich 
die Primteiler, direkt konstruktiv liefert und nicht erst nachträglich durch den Umweg über 
die Primzerlegung der Ideale. Über den Umfang des behandelten Stoffes mögen die Kapitel- 
überschriften unterrichten: Der Zahlkörper, Von der Teilbarkeit der Zahlen, Punktgitter, 
Primteiler desKörpers (/D), Matrizen, Divisorenklassen, Quadratische Formen und Divisoren, 
Darstellung von Zahlen durch quadratische Formen, Zusammenhang der Klassenzahl quadra- 
tischer Formen irgendeiner Ordnung g mit der Klassenzahl der quadratischen Formen der 
zugehörigen Hauptordnung. H. Hasse (Göttingen). 
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Landherr, Walther: Äquivalenz Hermitescher Formen über einem beliebigen alge- 

braischen Zahlkörper. Abh. math. Semin. Hamburg. Univ. 11, 245-248 (1936). 

Die vom Ref. in fünf früheren Arbeiten [J. f. Math. 152 (1923); 153 (1924)] ent- 
wickelte Theorie der quadratischen Formen über einem algebraischen Zahlkörper k 
wird auf hermitesche Formen über % übertragen. Unter einer hermiteschen Form 
über k in bezug auf einen festen quadratischen Körper 2 — k(ya) über k wird ein 
Ausdruck n 

I= Nu, =YAr 

j R i,jel 
verstanden, wo (@;;) = A eine n-reihig quadratische Matrix über Q ist, mit dem Ver- 
halten a,; =a@,,,d.h. 4’= A bei dem durch Überstreichen bezeichneten Automorphis- 
mus ya — — ya von Q/k. Ohne Einschränkung kann die Diskriminante d = |A| +0 


angenommen werden. — Als vollständiges Invariantensystem für die Äquivalenz in k 
(Transformation S’AS mit regulärem $ über Q) stellt sich heraus: 1. das System 
d,a 


der Normenrestsymbole %, = für alle Primstellen p von k, 2. die halben Trägheits- 


indizes {, derjenigen quadratischen Form über k, die aus / entsteht, wenn man den 
Variablenvektor £ = + yaz ansetzt und dementsprechend E = y — yaz, genommen 
für diejenigen unendlichen Primstellen p von k, die in Q verzweigt sind (d.h. für 
die a<0 ist). — Die einzigen Abhängigkeiten zwischen diesen Invarianten sind: 


IIx =1, 
?,=1 für all p mit az1in k,, 
0=< NY ZN, 
%=(- 1)%p für die in Q verzweigten unendlichen p. 


Verf. entwickelt dann nach dem in der Theorie des Ref. gegebenen Vorbild die Dar- 
stellbarkeitsbedingungen für Zahlen m + O0 aus k und für m = 0 durch f, ferner all- 
gemeiner die Darstellbarkeitsbedingungen für beliebige hermitesche Formen g durch f 
und die Bedingungen für die Äquivalenz bis auf einen von O verschiedenen Faktor. 
Alle Beweise ergeben sich sehr einfach durch Anwendung der Resultate des Ref. auf 
die oben definierte f zugeordnete quadratische Form über k. Hasse (Göttingen). 

Sugawara, Masao: Zur Theorie der komplexen Multiplikation. II. J. reine angew. 
Math. 175, 65—68 (1936). 

Im Anschluß an Teil I (vgl. dies. Zbl. 13, 196) wird gezeigt, daß die dortige hin- 
reichende Bedingung ‚‚m ist echtes Multiplum von 4“ durch jede der beiden folgenden 
_ schwächeren Bedingungen ersetzt werden kann: 1. Es existiert ein Primfaktor p von 2 
in Q mit p?2|m, und es ist p(m) > 6. 


2. Ylm) = ven) I [( “ vo) >5. 


plm 

Dadurch wird bewiesen, daß für fast alle Moduln m, die genaue Führer der durch sie 
bestimmten Strahlklasseneinteilung in 2 sind, der Strahlklassenkörper über 2 be- 
reits durch Adjunktion einer zugehörigen Strahlklasseninvariante z(f*) allein [ohne 
Hinzunahme der zugehörigen absoluten Klasseninvariante j(f)]erzeugt wird. Hasse. 

Mahler, Kurt: Über den größten Primteiler spezieller Polynome zweiten Grades. 
Arch. Math. og Naturvid. B41, Nr 6, 26 8. (1935). 

I. The problem, to find all integral solutions of 

x: — Dy?—= A, every prime factor p of y divides D, (1) 

is solved for A quadratfrei, A|2D, D positive non-square. The case A=--1 was 
due to C. Störmer (see Diekson’s History II, pp. 391, 396). Denote by u, v the least 
positive solution (if any) of u — Dv? = A; set D, = (D,A,D=D,D,A=4,D,, 
v= wD,, whenee 4 = +1 or +2. Since A is quadratfrei, D, is prime to D, us, 


390 
and (1) requires p|D,: Schepel (this Zbl. 11, 293) gave the expression (+ %, & Ya) 
for the solutions of 2° — Dy? = A, where 
2A YDm=(utoYD)"- (u-vYD", n=13,5,... (2) 
Here y,|ym if n|m; if any y, satisfies (1), so does y, = vand 9, (q prime, q |). Consider 
Ae-)y,—=vDIr Un, NMm=6ı+6z ar when + Öns d&.=nC;,(D, Wr PD v2)3#-D, (3) 
If y, satisfies (1), every prime factor of n, divides A,Do; ng = q(Dı uw) @-D (mod D,); 
the only odd prime dividing 7, is q; if q>3, q|g0;, n,= q(D, we (mod g?), 
27. = q 02 22@"Vg, but Ö, is alone larger than this (a contradiction). Similarly » = 9 
is excluded, and n=3 unless D,=3 or 6 (mod 9) and 73 happens to be of the 
form | A,| 3°. Thus either (1) has no solution; or (apart from sign) only w, v; or only u, ® 
and (u? + 3uv2D)/A, (3u2v +v?D)/A. All cases (1) with y = y, are obtainable from 
the equations D, «= 4(|4,|3°’+ A,), Do, = 4A, | #— 34,), l odd if A, = — 2 
or 1, even if A,=-—1 or 2; in particular none exist with A= -t1;onyD=3,6, 
and 123 with A=— 2; at most finitely many D for any A. II. Let A, =-+lor +2; 
D, positive, quadratfrei; &>0, zany positive number >z,(e). Then if logloge>(1-+e)z, 
D, x? — A, contains a prime factor p>z. To prove this the author applies his method, 
based on Störmer’s, to the preceding results (see this Zbl. 12, 394). @. Pall (Montreal). 
Wright, E. Maitland: On Tarry’s problem. II. Quart. J. Math., Oxford Ser. 7, 


43-45 (1936). ; 
Consider the generating polynomial ®(0) = D)(0% — 6°) of any solution a,,...,@; 


rl 
and b,,...,b; having the same values 2,,...,!;, but distinct l,,, (see I., this Zbl. 
13, 199). Besides its form, ® is characterized as being divisible by d— 1 to the ex- 
ponent k +1 but not k +2. Forming the product of ®,(0) and D,(P), having 0 = 
as a Toot of respective multiplieities k, +1 and k, +1, 7, = M(k,) and , = M(k,), 
it is clear that M(k, +k, +1) =2M(k,) M(k,). Hence M(k +1) =2M(k). Ex- 
amples show that M(k)<14(k=]1,...,10), M(11)<= 18. By induction and methods 
like those of I., M(k) < (7/72) k?(k — 11)? -+ 56. @. Pall (Montreal). 

Hua, Loo-Keng: On an easier Waring-Kamke problem. Sci. Rep. Nat. Tsing Hua 
Univ. Peiping A 3, 247—260 (1935) u. J. London Math. Soc. 11, 4—5 (1936). 

Let the poiynomial /(z) represent integers for all integers x; then /(z) = a, P;(x) 
+4, Pr-ı(®) +°'+%, @ integral, P,(e) = (8 — 1)... 2 +DiEl, +0. 
If fis odd, f(2) = Db;Q;(2), Qi(2) = (2? — 1)... (22 — 32)/(27 + 1)!. The problem: 
to find the least v such that every integer is a sum of exactly v terms + f(x) or +1. 
Let A(f, m) be the least A such that every residue (mod m) isgiven by a sum of A terms 
+ (2), +1. Hence every n is of the form a,x + a, plus a sum of A(f, a,) such terms; 


the identity 3: 
DIe-ylt, \tetn=aata u lr=9,..,-1 Q) 


shows that v<2#"1 4 A(f,a,). E g(a) =a,Pr-ı(2) +" +a,, 
(Et +Aba)<#T+ Algo) <2#t + vlg). 

This process continued, trivial for zero a, gives v(<E#—2 +4, 10 if 
%k-ı = %-2 = 0, y = A (ar-ı T + Ok; Qx-2) = 1 nu 3(ar_ı; Qx-2) otherwise. If k 3 
and a, is a prime dividing 8a,a, — (2a, — a,)? but not a,,v<5ifag=4h+3, 
v<6ifa,—8h-+5. By (1), every rational number is a sum of exactiy 2%-! values 
+f(x) for rational x. (See this Zbl. 10, 103, and 11, 296.) G. Pall (Montreal). 

Erdös, Paul: On the representation of an integer as the sum of k %&-th powers. J. 
London Math. Soc. 11, 133—136 (1936). BR 

Let f(m) denote the number of representations of m as the sum of k k-th powers 
of non-negative integers. The well-known “Hypothesis K” of Hardy and Little- 
wood [Math. Z. 23, 1—37 (1925)] is a conjecture that f(m) = O(m:) for every e>(0. 
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“The author proves a result in the opposite direction, namely / (m) > | 
for an infinity of m, where c, is a positive number depending only on k. Of course, 
this does not disprove Hypothesis X. The method of proof is slightly different for 
‚dd and even %. Let us suppose that k is odd and take Pıs +. Pr to be consecutive 
primes greater than % for which (p—1,k)=1. Let A=p,... p,n— 4, BJA, A=BOC. 
Let 53 denote the number of solutions of <n, z;=0(modB), &-+-:.+7*=0(modn), 
Ca nk-1 
log p, 
20m“ 
logp, 
Hence there is an m< kn* which is a multiple of n and for which f(m) = en } 
‚Since r > en ‚ the result follows. — The proof for even k depends on the lemma: 
If C is a product of different primes, each of which satisfies p + k, p = 3 (mod 4), 
{p — 1,k) = 2, then the number of solutions of «* + y* = a (mod C*), where (a,0)—1, 
is 0% ZJ(1-+ p-!). — The author states that his method enables him to prove that, 
ple 


«2 +++ + x_,,C) = lin non-negative integers 243 :..,%. Then 8, > and 


the number of solutions of ,<n, da +--- +2i=0(modn) is at least 


R . . 1 , 1 . ER 8 
if @),4@,,... are integers and — + --- + — =], then there is an infinity of m with 
kı k, 
clogm 
loglogm 


N representations in the form 
ad+.- +0, (>0). Wright (Aberdeen). 
Mahler, Kurt: Note on hypothesis X of Hardy and Littlewood. J. London Math. Soc. 
11, 136—138 (1936). | 


| The author proves that Hardy and Littlewood’s “Hypothesis K’” (see preceding 
- abstract) is false for k—= 3, and that, in fact, the number of representations of m’? 


more than exp| 


as the sum of three positive integral cubes is greater than Om, if m>2. Putting m 
for x in the identity y 
(92%)? + (322 — It)? + (1-9) =1, 


Bear (Ia9)? + Br? — Im)? + (y— 9ay)? = y2. 
IE y>0and0<z< 9-3, all three cubes are positive. The theorem follows from 
the fact that there are [9-3 y] choices of x to satisfy this condition. Wright. 


Diekson, L. E.: On Waring’s problem and its generalization. Ann. of Math., II. s. 
37, 293—316 (1936). 

The author generalises Vinogradow’s result for Waring’s theorem (this Zbl. 12, 196) 
to sums of k-th powers of the form 


s—3 T t 
Ast + A, rl lu .#;) + 2a: 
ji-1 VS i= 


where the coefficients are given positive integers. Let p® be the highest power of the 
prime p which divides k and lt y„=-09+1ip>2andy=9+2ifp=2. Let 
s—3 i AR 

Ar + DD AH+a,ut + Wh)=C (mod p®) 
fe! 

have integral solutions for every prime p and every integer @ such that p does not 
divide every term. Let either (I) t=r and 

log (6k? — 7k + 6) 


r—-1l> (2) 
—log (1 —_ +) 
or (II) log (68 — 11k+10 — 5) 
t—1> 1 62) 
—log (1 _ 4) 


and r=t-+1. Then every sufficiently large n is representible in the form (1). — 
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If the coefficients A, A;, @;,@;: are all unity, the congruential relation is satisfied 
if s>4k. Hence @(k)<4k—2+3r and G(k)<4k + 3t, where r and t satisfy 
the conditions (2) and (3) respectively. Also g(k) = 2% 4 [(8)?] — 2fork= 11 — 15,17. 
Wright (Aberdeen). 
Sastry, $., and T. Rai: On sums of k-th powers. Indian. Phys.-Math. J. 7, 17—19 
1936). 
® (k) is the least value of j, such that the set of equations 
tr tar=brr... +7 (t<zm=sk) 
possess a non-trivial solution in integers a,,...,4;, bj,...,b; (that is, a solution 
such that'the a are not a permutation of the b). M(k) is the least value of j such that 
these equations have a solution for which 
art! Eh due + at! + bet EUER on bir, 
Let y(k) denote the least value of m such that, for sıme n < m, 
ah: He N > EYn 
has an infinity of solutions in each of which no x is equal to any y and 
EA N 
Finally J(k + 2) = M (k). — The authors have improved certain numerical calculations 
of the abstractor’s (this Zbl. 12, 196) and have thus found improved upper bounds 
for N(k) for k=9,14,15,...,28. From these they state that “by E.M. Wright’s 
arguments” they can deduce corresponding upper bounds for J(k + 2) and y(k + 2). 
This is not quite correct; the upper bounds for J(k + 2) and y(k + 2) can be deduced 
from those for M(k) and these can be obtained by exactly the same calculations as 
those used here for N(k). Hence the authors’ results do follow from their work, but 
the implication that M(k) = N (k) is unwarranted. It is not known whether the latter 
equality is true; while this is probable, the proof seems to be difficult. Wright. 
Artjuchov, M. M.: A new evaluation of g(n) in Waring’s problem. ©. R. Acad. 
Sci. URSS, N.s. 4, 247—250 (1935). 
Employing I.M. Vinogradow’s recent approximations to sums of the form 
D Dexzp2r ix uv, it is shown that 
limg(n)/(3 2%) <1. 
The method follows Landau’s (Vorlesungen über Zahlentheorie, Bd. I, VI. Teil, Kap. 5) 
exposition of Vinogradow’s method. (See also this Zbl. 7, 300, and 10, 9.) @. Pall. 
Rao, K. Sambasiva: On a function connected with the singular series. Proc. Indian 
Acad. Sci., Sect. A 3, 304-306 (1936). 
Es seien s,k,n,1 >1 und ganz, p Primzahl. Verf. zeigt erneut, daß 


ı ı 
2 -2riln 2 2ril nk . 
N IR 


a=1 h=1 

oXa 
für hinreichend großes I verschwindet. Diese Summen spielen im Waringschen Pro- 
blem eine wichtige Rolle. Hans Heilbronn (Cambridge). 


Ferrar, W.L.: Some solutions of the equation F()=F(t”!). J: London Math. Soc. 
11, 99—103 (1936). 
Koshliakov bewies, daß der Ausdruck 


03 (y — opt + logg + 4 S'aln)Kulenze)) 
n—1i 


sich nicht ändert, wenn o durch 0! ersetzt wird. — Verf. folgert dies äußerst ein- 
fach aus der Funktionalgleichung der Riemannschen £-Funktion durch Betrachtung 
des Integrals 2+00i 


um; [| Bor(Z)ewa. 


2—- ooi 
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Durch Anwendung derselben Methode auf andere Dirichletsche Reihen, welche einer 


ähnlichen Funktionalgleichung genügen, erhält Verf. entsprechende Resultate mit 
anderen zahlentheoretischen Funktionen an Stelle von d(n). Hans Heilbronn. 


Sarma, M. L. N.: On the error term in a certain sum. Proc. Indian Acad. Sci., 
Sect. A 3, 338 (1936). 


z 
Bs sei p(n) die Eulersche Funktion, B(a) = I’ p(n) — 3 (=) Bekanntlich ist 


n=1 
E(z) = O(zloge). Verf. stellt fest, daß Z(x) > 0 für alle ganzen z< 1000 mit der 
einzigen Ausnahme E(820) < 0. Hans Heilbronn (Cambridge). 


Sehoenberg, I. J.: On asymptotie distributions of arithmetical funetions. Trans. 
Amer. Math. Soc. 39, 315—330 (1936). 

Der Verf. beweist nach geläufigem Muster (Anwendung des Levyschen Stetigkeits- 
satzes der Fourier-Stieltjesschen Transformierten auf unendliche Faltungen), daß für 
die Existenz der asymptotischen Verteilungsfunktion einer multiplikativen zahlen- 
theoretischen Funktion f(n) > 0 die Konvergenz der über die Primzahlen erstreckten 
Summe D)p-! min(l, |log/(p)|) hinreichend ist, und daß unter gewissen weiteren all- 
gemeinen Annahmen über f(n) auch die Stetigkeit der Verteilungsfunktion bewiesen 
werden kann (die schwierige Frage der Totalstetigkeit bleibt unerledigt). Die Re- 
sultate enthalten und verfeinern frühere Ergebnisse des Verf. und anderer und sind 
mit den inzwischen mittels mehr elementaren Hilfsmitteln gewonnenen Resultaten 
von P. Erdös (vgl. dies. Zbl. 12, 10) in den Hauptzügen identisch. Wintner. 

Vinogradow, I.: A new improvement of the estimation of trigonometrical sums. 
©. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 1, 199—200 (1936). 

Es sei [2] = entier z, n=[n]>20 konstant, =, c=cn)>0, 
G=6ln) >0 5 —0;1, ....n Konstante, = 2— 2, 2Z=[2R,: P=[Pl>0, 

n 


a; — reell, Io) = > at, tige, (a,Q)=1, |Al=c,. Verf. gibt 


ohne Beweis den folgenden Satz: Putting (we may choose the values of c,, c,, C,, Cg a8 we 


„> . ai ge 
please) o fsPzg<eyP, =, FH ft aBzsgzaRrÄlsz 
v3 


Ge, a a fo, Prim zgzePPrt, e<l-+9», = cr, we may 
8 Dir S 


v3 
22 logn’ 


R+P 
Derire 
| z=R+1 

- weist Verf. unter anderem auf den folgenden Satz hin: The Hardy-Littlewood 
asymptotie formula for the number of the representations of an integer N in the 


=c,P!-®. Als Anwendung 


for each case respectively find such c, that 


form N = 3 x? + »-- + 22,2, being positive integers is true for every v> 10n?logn 


v=1 . 
(vgl. auch dies. Zbl. 13, 200—201). Lubelski (Warschau). 
Corput, J. 6. van der: Über einige Vinogradoffsche Methoden. II. Akad. Wetensch. 


Amsterdam, Proc. 39, 494—503 (1936). 

Der in der ersten Mitteilung (s. dies. Zbl. 13, 295) angekündigte und benutzte 
Satz 4 oder vielmehr ein etwas allgemeinerer Satz 10 soll mittels der Vinogradoff- 
schen Methode bewiesen werden. Dazu werden vorläufig in dieser Mitteilung Hilfs- 
satz 1-7 gezeigt. — Satz 10 lautet: Es sei n>1, ti>2, $>0, n=0 und 


(2 Bi | (8: 9)E+ (24 + 16nlogstt — ))n<3. Die Funktionen f(2) und g(«) 
” * 
seien für jedes natürliche © ganzwertig =0 und monoton wachsend mit 


leere IM) _, und lim inf N Sam >n-]; 
logx en 08% 


lm 


>00 


394 


ferner habe die Gleichung g(y) — g(y') = w für jedes € > 0 nur höchstens O(w*) Lö- 
sungspaare y, y' in natürlichen Zahlen. Zu der reellen Irrationalzahl & (Druckfehler 
im Text) gehöre eine Folge gekürzter Brüche 7 mit g> oo und | x— 2 = na wo 


z von gabhängig =1 und <q ist; jedem 2 sei eine natürliche Zahl Y. mit 


1 
I im ins? im sup 8 =;-1 
v ER loggq > j0g-] 2x 
und 
lims logg (Y) <t 
logY 
zugeordnet. Dann gibt es ein ö>0, das allein von n,t, & und n abhängt, so daß zu 


jedem 7 mit genügend großem g und zu jedem rellen $ mindestens ein System ganzer 


Zahlen x, y, 2 mit 


N 
0<af@e)g—-B—-z<ainyn, Yzy<2Y, 1se<2Yrt#, 
« „l0gx 
Tu 
gehört. Mahler (Groningen). 


Söhngen, Heinz: Bemerkung zu der Arbeit des Herrn Th. Schneider über Transzen- 
denzeigenschaften elliptischer Funktionen. Abh. math. Semin. Hamburg. Univ. 11, 
413-415 (1936). 

Beim Beweise seines Satzes über die Transzendenz der Werte elliptischer Funk- 
tionen (s. dies. Zbl. 10, 105) benutzt Schneider einen Hilfssatz 1 über den Zähler 
von p(n«), wenn 9(%&), 95, 95 algebraische Zahlen sind, und er beweist diesen, indem 
er das allgemeine Multiplikationstheorem der p-Funktion heranzieht. Verf. zeigt, 
daß man bereits mit HiHfe des Additionstheorems auskommt, und leitet auf diese Weise 
folgende zwei Sätze ab, von denen der erste den Hilfssatz 1 enthält: I. Sind 9,, 93; 9 (&) 
algebraisch und ist n eine natürliche Zahl, so gibt es ganze Zahlen Z, und N, aus 


R (95, 93, #(&), 9’(&)), so daß p(n«) = 2 und [Z, |, IN,| <e'”” ist, wo y nur von 


92, 93, & abhängt. — II. Sind 95, 93; 9(&),&(&) algebraisch und ist n eine natürliche 
Zahl, so gibt es ganze Zahlen Z/,, N’, aus R(g,, 93, # (&), 9’(&), £(«)), sodaß £(r«) — . 
und [zZ]; [N,|< e”", wo y’ nur von 93, 93, p(&), &(«) abhängt. — Siehe zu diesen 
Abschätzungen auch: CO. Störmer, Quelques proprietes arithmetiques des integrales 
elliptiques et leurs applications & la theorie des fonctions entieres transcendentes, 
Acta math. 27, 185—208 (1902), besonders $ 1—3. Mahler (Groningen). 


Gruppentheorie. 


Bieberbach, Ludwig: Aufzählung der endlichen Drehgruppen des dreidimensionalen 
Euklidisehen Raumes. Deutsche Math. 1, 145—148 (1936). 

Setzt man die Kenntnis der fraglichen Gruppen voraus, so gewinnt man einen 
Beweis für den Satz: „Durch die zyklischen Gruppen, die Diedergruppen, die Vierer- 
gruppe und die Gruppen der regulären Polyeder ist die Gesamtheit aller endlichen 
Drehgruppen des R, erschöpft“, indem man die Dreiecke auf einer Kugel um den 
Fixpunkt untersucht. Die Betrachtungen sind methodisch eng verwandt mit den- 
jenigen, die man bei der Ableitung der Zähligkeit der Achsen ebener Punktgitter 
anwendet, so daß sich dieser Vollständigkeitsbeweis gut in die üblichen Darstellungen 
einpaßt. J. J. Burckhardt (Zürich). 
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Lunn, A. C., and J. K. Senior: Theorems concerning a basis for all solvable groups, 
with a list ot basis groups of degree < 64. Amer. J. Math. 58, 290-304 (1936). 

Frühere Arbeiten der Autoren (dies. Zbl. 9, 201; 10, 154) haben gezeigt, daß 
sich die Untersuchung der auflösbaren Gruppen zurückführen läßt auf die Unter- 
suchung solcher Gruppen U*, die sich als transitive Permutationsgruppen des Gra- 
des »° (p eine Primzahl) und der Ordnung kp“ mit (k,p) =1 darstellen lassen. Eine 
vollständige Liste der Gruppen U* für p°< 64 mit Ausschluß der trivialen Fälle a — 1 
oder k—=1 wird angegeben; als Hilfsmittel dienen die folgenden allgemeinen Sätze: 
@ sei eine auflösbare Gruppe der Ordnung L-K;(L,K)—=1. Gruppen, deren Ord- 
nung Teiler von L bzw. K sind, heißen Z- bzw. K-Gruppen, und @ heißt VZ-Gruppe, 
wenn keine eigentliche invariante Untergruppe von @ eine K-Gruppe ist. Es existiert 
dann eine eindeutig bestimmte Reihe charakteristischer Untergruppen @, von @, so 
daB E=G,<@,.-<Yy.,<,=G ist, G,,,/@; maximale invariante L- bzw. 
K-Gruppe in @,/@; ist, je nachdem ob i gerade oder ungerade ist. Diese Reihe heißt 
V-Reihe von @ und @ heißt VZ-Gruppe. @; ist dann eine V?-Gruppe und ihre V-Reihe 
ist ein Teil der V-Reihe von @. Bezeichnet man mit A(H) bzw. O(H) die Gruppe 
aller Automorphismen einer Gruppe -H bzw. deren Faktorgruppe nach der Gruppe 
der inneren Automorphismen, so bestehen Isomorphien bzw. zwischen @3,.,/@34+1, 
Gorr2/@arrı, @earirıl@arre, Farr+s/@arr2 und gewissen eindeutig bestimmten V#- 
Untergruppen in O(@9,+1/@g,), K-Untergruppen in A(@g,+1/@e,), VF-Untergruppen 
in O(@g,+2/@g,+1) und L-Untergruppen von A(Gs412/@s4.1). Magnus. 

Nakayama, Tadasi, und Kenjiro Shoda: Über die Darstellung einer endlichen 
Gruppe dureh halblineare Transformationen. Jap. J. Math. 12, 109—122 (1936). 

Der von v.d. Waerden stammende Begriff der halblinearen Transformationen: 
 %=Doy,@f=r(4,8), wobei die Koeffizienten und Variabeln einem Körper K 
angehören und S8 ein Automorphismus von K ist, gibt Anlaß zu einer Verallgemeine- 
rung der gewöhnlichen Darstellungstheorie einer Gruppe &. Aus der Multiplikations- 


regel (A, 8) -(B, T)=(A’B, ST) folgt, daß eine Darstellung S> (U;, 8) von & in 
halblinearen Transformationen eine homomorphe Abbildung von & auf eine endliche 
Automorphismengruppe X von K bewirkt. Ist k der zu X im Sinn der Galoisschen 


Theorie gehörige Unterkörper von K und wird die Abbildung S> S fest vorgegeben, 
so gehört jede derartige Darstellung von & zu einem Rechtsmodul des hyperkomplexen 


Systems © = I SK über k, dessen Multiplikationstabelle aus der Regel 81x28 — x 
SC 6 


für alle x aus K eindeutig bestimmt werden kann und umgekehrt. Demgemäß heißen 
zwei Darstellungen S>(U;,8) und S>(V;,$) äquivalent, wenn P"®U;P=V;5 
“durch eine feste, nichtsinguläre Matrix P lösbar ist. — Der Rang des Zentrums von © 
ist gleich der Anzahl t der in 9 liegenden Klassen unter © konjugierter Elemente. 
Unter der Voraussetzung, daß die Charakteristik von k kein Teiler der Ordnung von & 
ist, gelten ferner folgende Verallgemeinerungen: © ist halbeinfach; wenn k die absolut 
irreduziblen Charaktere von & enthält, dann ist die Anzahl der irreduziblen Dar- 
stellungen von & der geforderten Art gleich t. Diese irreduziblen Darstellungen selbst 
werden bis auf Äquivalenz explizit angegeben, falls die gewöhnlichen irreduziblen 
Darstellungen der Untergruppen von © bekannt sind. Falls K Zerfällungskörper 
von & ist, so sind die Grade der fraglichen irreduziblen Darstellungen von © Teiler 


d . Sie sind alle 1 genau dann, wenn 9 im Zentrum von © liegt. 
un oe BERE Zassenhaus (Rostock). 


> 


_ Courtines, Marcel: Sur le ealeul des fonetions d’onde liees & une repr&sentation 
irreduetible da groupe symötrique. Jubile de Marcel Brillouin 374—383, Paris: 
Gauthier-Villars (1935). 

Untersuchungen zur Hundschen Formulierung der Darstellungstheorie der sym- 
metrischen Gruppe. Man kann aus dieser in sehr einfacher und bequemer Weise 


396 


reelle rationale, nicht unitäre Darstellungen gewinnen; von ihnen aus sind er- 
wünschten Falles auch die unitären Darstellungen zu bekommen, doch ist es für viele 
Anwendungen ganz unnötig, auf diese letzteren einzugehen. P. Jordan (Rostock). 
Eisenhart, Luther Pfahler: Simply transitive groups of motions. Mh. Math. Phys. 
43, 448462 (1936). 
Ausgehend von den Vektoren € einer einfach transitiven Gruppe @, in n Varia- 
blen x’, kann man zuerst die Vektoren 2 nach der Regel ee, = 6), ee = 6}, kon- 
struieren und nachher auch die Konnexionskoeffizienten - 
nn 6% a 0 
Anz ea unge (1) 
bilden. Die Gleichung 
Vo 93,;=,0 (7 bezieht sich auf A) (2) 
stellt die n.u.h. Bedingung dar, damit @, als eine Bewegungsgruppe in einer V„ mit 
dem Fundamentaltensor 9, zugelassen werden kann. Für die Vektoren u” der zu 6, 
reziproken Gruppe J'„ gilt dann auch u 


Fw=0. 8) 
a 
Aus (2) und (3) folgt sofort, daß die %” als normale Einheitsvektoren angenommen 


a 

werden können. Die n.u.h. Bedingung für diesen Fall ist 

Nee, (4) 
wo c die bekannten Strukturkoeffizienten sind 

u’ 
urıu (5) 
(und V sich auf g;„ bezieht). Sind diese Bedingungen erfüllt, so sind die w” Normal- 
a 


v 1 a 
2Arue u = Cav y — 


vektoren der Hyperflächen eines n-fachen orthogonalen Systems mit der Bewegungs- 
gruppe @,„. Dann kann man den Fundamentaltensor g;, in der Form 


u=0 für ER Gı=4H,” (.=-+!) (6) 
W=0(atn), W=H,". M 


Diese Gleichung, zusammen mit der Gleichung 


darstellen, so daß 


CaaCap — Cara = 09 (Cs ce}, ohne Summation über a) (8) 
(welche aus (4) und der bekannten Jacobischen Bedingung folgt), geben dann Anlaß 
zu einer tiefgehenden Untersuchung der Fälle, wo die H Funktionen nur einigen von 
den Variablen sind. Wegen Einzelheiten muß auf die interessante Arbeit selbst ver- 
wiesen werden. Hlavaty (Praha). 


Analysis. 

Fabian, W.: Fraetional caleulus. Math. Gaz. 20, 88—92 (1936). 

Marty, F.: Über die Ausschöpfung des Inhalts eines Gebietes dureh bestimmte 
Zellen. Abh. math. Semin. Hamburg. Univ. 11, 237—239 (1936). 

Es wird gezeigt, wie man unter sehr allgemeinen und einfachen Voraussetzungen 
über die in Frage kommenden Gebiete und Zellen (endliche, zusammenhängende Ge- 
biete mit definierbarem Inhalt) den Inhalt jedes Gebietes (mit definierbarem Inhalt) 
durch höchstens abzählbar viele untereinander ähnliche und paarweise fremde Zellen 
ausschöpfen kann. Rogosinski (Königsberg). 

Alessi, Maria Christina: Su di una diseguaglianza di Liapounoff. Esercit. Mat., II. s. 
9, 43—44 (1936). 

. Der Beweis der Verf. für die Ungleichung von Liapounoff stimmt im wesent- 
lichen mit einem bei Hardy-Littlewood-Pölya, Inequalities (Cambridge 1934) 
wiedergegebenen überein (vgl. 8.27 u. 23 dieses Buches). W. Fenchel. 
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Kraus, Fritz: Über konvexe Matrixfunktionen. Math. Z. 41, 18—42 (1936). 
All quadratie forms occuring should be real and symmetric. The real function f(A) 
is called convex of the n-th degree if for any pair of forms with n variables An, B, 
such that B,— 4A„>0, the inequality 
an MA) +iHB)— FA—9)A,+tB)>0 
holds,0 <t<<1. Here f(A,) etc. hasthe usual meaning. Forn>2 the existence of a con- 
tinuous second derivative is showed. Therefore, the expression Ö(t)=f[(1—i) A„+tB,] 
as a function of £ being convex in the ordinary sense (the variables are fixed values), 
we have ®’(t)>0. This leads to a necessary and sufficient condition for the con- 
vexity of n-th degree. The paper has been suggested by a previous investigation of 
Löwner (Math. Z. 38, 177; this Zbl. 8, 113) taking up the analogous generalization 
of monotonie functions. @. Szegö (St. Louis, Mo.). 
Grossberg, J.: Quelques fonetions alg&briques qui s’6&eartent le moins de zero. Bull. 
Sei. Univ. Kiev, Rec. math. 1, 149—165 u. franz. Zusammenfassung 165—166 (1935) 
[Ukrainisch]. 
L’auteur etudie le probleme de la representation asymptotique des fonctions 
s’ecartant le moins de zero sur (—1, +1) de la forme 
art! — ggrtti et ak En + Pa+t-ı (1) 
V@ — 01)... (& — 21) 
(ri... Dur) (2 — Pı) -. . (2 — Br) (2) 
Ve — 0)... (8 — 021) k 
les constantes 0, &;, ß, etant donnees. Quelques points de detail sont nouveaux. 
S. Bernstein (Leningrad). 
Widder, D. V.: A elassifieation of generating funetions. Trans. Amer. Math. Soc. 
39, 244—298 (1936). 
Es sei « (t) für 0 < t << oo definiert, in jedem endlichen Intervall von beschränkter 
Schwankung, ferner (0) =0 und 2a(t) = a(t +0) + x(t— 0), und man setze 
— k)k k % 
HN rer), NO=fe "ante 
(k=1,2,...), wobei f(x) für hinreichend große x > 0 konvergieren soll. Es wird 
zunächst bewiesen, daß für die Laplacesche Transformierte f von & die Inversions- 
formeln t 


t t : 
BR) a) RING a  hlE (>0) 


gelten, nebst einer analogen Darstellung von x(£ +0) — o(t—0). Diese Formeln 
werden angewandt auf eine systematische Herleitung einer Skala von Bedingungen, 
die Eigenschaften von &(t) mittels der Funktionenfolge L/[/], L[/], - . . (also mittels 
der Laplaceschen Transformierten f der Belegung &) zu charakterisieren gestatten. 
Solche Eigenschaften von «&(tf) sind: beschränkte Variation im unendlichen Intervall, 
Monotonie, Beschränktheit, reine Unstetigkeit, Stetigkeit, Totalstetigkeit, im letzten 
Fall Eigenschaften der Ableitung &’= ®, wie z.B. ihre L?-Integrierbarkeit p>]1) 
oder (n > O)-malige Differentiierbarkeit mit einer n-ten Ableitung ©, die in 10, oo] 
von beschränkter Schwankung ist. Zur Illustration dieser. Skala von Kriterien 
diene der einfachste Satz: Hat eine Funktion f(x) für 0O<x<(oo Ableitungen be- 
liebig hoher Ordnung, so ist sie dann und nur dann die Laplacesche Transformierte 
einer Belegung «, die in [0,00] von beschränkter Schwankung ist, wenn es eine von 


k(=1,2,...) unabhängige Schranke M mit [ |Z/{}}|du=M gibt. Der Fall, wo- 
0 


bei & vollmonoton ist, wird vom Standpunkte der Stieltjesschen Transformierten aus 
behandelt. Die leicht lesbare Arbeit enthält eine wesentliche Weiterführung früherer 
Ergebnisse des Verf. Wintner (Baltimore). 
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Bradley, F. W.: An extension of the Fourier-Bessel integral. Proc. London Math. 


Soc., II. s. 41, 209—214 (1936). 
It is shown that, if 


lolera<o and fIrwlaaı<o, 
0 1 


then, fr »>—1, 
[I,(ua) udu [Ft Ju) edt= {fa +0) + I@ — 0)}. 
() ö 


The particular case when »> —} is a standard result. In connection with the result 
given here, reference should be made to R. G.Cooke, Proc. London Math. Soc. 
(2) 24, 384 (1925), sections (1) and (2), with a=0. W.N. Bailey (Manchester). 
Tricomi, F.: Sulla trasformazione e il teorema di reeiproeitä di Hankel. Atti Accad. 
naz. Lincei, Rend., VI.s. 22, 564—571 (1935). 
Trieomi, F.: Un teorema abeliano per la trasformazione di Hankel e aleune nuove 
applicazioni di una formula sulle funzioni di Bessel. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., 


VI.s. 22, 572—576 (1935). 
The main object of the first note is to reduce the Hankel transform to that of 


Laplace. Let v> —1 and 
SOLr@ [Il yay) Foddz, SIOWI=[e-"Dt)dt, 
0 0) 


yo) = U HMIF@)]} 9) = Str? FH}. 
an y() = s"1p(ljs), a) 
so that symbolically 
SLFI= PS 12 lu® FT). u) 


In (1) the existence of the left hand side in some half-plane R(s) > s, implies that, 
of the right hand side for A(s) >0, The Hankel reciprocity theorem is reflected in 
the involutory character of (1), viz. (s) and y(s) can be interchanged. (Compare 
the related formalisra in terms of. Mellin transforms for general Fourier .kernels dis- 
covered by Hardy, Titehmarsh, and Watson, this Zbl. 7, 63, 64.) The author 
remarks that a functional equation satisfied by the Laplace transforms (s) and w(s) 
of given functions ®(t) and Y(t), involutory in @(s) and %(s), implies that the relation 
between D®(t) and Y(t) is also involutory. — In the second note the author makes 
some remarks on Abelian and Tauberian theorems for Hankel transforms. He proves 


that if F(x) is integrable, F(2)=0(2*%), > 0, F()=0(), > 0, + en +1>0, 
B+ = < (ee lu gler = and + - not integers, then f(y) = [F (x)] satis- 
fies A) = Ol"), y>0, IM=O), y>, where «= min(,—B—1), 
ß’ = Max(—4, — — 1). — The rest of the note contains various known kormnlaE 
for Bessel functions ultimately based upon the fact that ?/2J, (2y:) is the integral 
of order v of J, (2Yr). In formula (14) the factor ((— r)-U/2 is missing. EB. Hille. 
Reihen: | 

Karamata, J.: Über einige reihentheoretische Sätze. Math. Z. 41, 67—74 (1936). 


The author gives a new proof of his extension of Knopp’s converse of Kronecker’s 
convergence criterion (this Zbl. 12, 295) together with various generalizations. He 


proves, in particular, that if for a given p-sequence (O< p, < Pn+1 7%) > U,>0 
n n 0 
and pr U, 015, DJ), then the convergence of >» implies that of DAR He 
ö 
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also points out that the typical Tauberian convergence conditions are equivalent to 
conditions of the Kronecker type. Thus. 
n 
lim 2 
msup |n 2 u 
can be used as Tauberian condition in the A— 0— C theorem. E. Hille. 
Karamata, J.: Thöor&mes sur la sommabilit6 exponentielle et d’autres sommabilitös 
s’y rattachant. (2. congr. des math. roum., Turnu-Severin, 5.—9. V. 1932.) Mathematica, 
Cluj 9, 164—178 (1935). 
Let the Stirling coefficients MH be defined by E 
(2 +1) +2)...(c+n—]) = >' 7 2 
v=0 


The author says that the sequence {s,} is summable S(k), 'Stirling of order k, if 8,(k) > s 
where 


=Öö(k)>0 as x 


n 
k(k+1)(k+2)...(k+n—1)8,(R) = 7] kr s,. 
v=0 
Let E(k) denote the Euler-Knopp method of order k, and B that of Borel. Then 


E(k)C S(k)cC B, and C cannot be replaced by . Let 9,,>0 and ga(y) = %Y 


|y|<e. From —r 
a(y)we*! Lie), y> +, 


follows k 

oe DE), n>o, 5>0, 
Here L(x) is a “slowly increasing’”’ function. In particular, a sequence of positive 
- terms summable B is also summable 8, (k), k > 0, to the same sum. This is an analog 
of theorems of Hardy-Littlewood on Abel summability, generalized by Karamata. 


Another generalization occurs in the present paper. Let P,>0, P(x)= IP, x", 


n=0 
|x2]<1. From P(x) » (1— x2)-* L(1/1— 2), 1, follows P„ © n®"1 L(n)/[I‘(«), 
if there exists a k>0 such that either (n+ 1 P, „1 — "P„=00r Pyı - Pr — kP, im. 
E. Hille (New Haven, Conn.). 

Broggi, U.: Funzioni determinanti e polinomi di Laguerre. Atti Accad. naz. Lincei, 
Rend., VI. s. 23, 111—115 (1936). 

In previous notes (this Zbl. 12, 350, 351, and 13, 171) the author has sketched 
a method of summing a Laguerre series which can now be described as follows. Let 


oo x arg 
F(@) = f e-*! f(t) dt have & as abscissa of convergence. Put 2 F(z) Er Q„(A) ( - . 
| - | 
where A>1ifa <4,4>25 if a>4. I£ F(e) is regular at z= oo, f(t) is actually 
an entire function and f(f) = >’a„(A) L„(At) for [|< oo. Otherwise the series is 
=0 


27 . 

Abel summable to f(t) by Wigert’s theorem, and if e-*42 f(t)E L,(0, 00) the series 
converges in the (weighted) mean of order two to f(f). (The author could apply the 
transformation At|ö instead of repeating Wigert’s proof. The new development if 
free from the criticism directed against earlier notes, and the author has evidently 
anticipated several of the reviewer’s remarks, especially that Picone’s theorem is a 
consequence of those of Wigert.) E. Hille (New Haven, Conn.). . 
Delsarte, Jean: Sur les series de Schlömilch. C. R. Acad. Sci., Paris 202, 456459 
en J.: Sur un proc6de formel de d&veloppement des fonetions en series et sur 
quelques applieations. J. Math. pures appl., IX. s. 15, 97—102 (1936). a 
In previous notes (this Zbl. 11, 111) the author has indicated a general principle 

of obtaining expansion theorems, with applications to the case of Bessel functions. 
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This work is continued in the present notes of which the first one is completely covered 
by the second. The second note contains (I) a somewhat enlarged restatement on 
an axiomatic basis of the formal expansion theorem, and (II) further applications 
to Bessel functions. The author indicates a unified treatment of the formalisms which 
lead to the Fourier-Bessel, the Bessel-Dini and the Schlömilch series resp. The co- 
efficients given for the Schlömilch series differ from the classical expressions by not 
involving the derivative of the function to be expanded. Convergence questions will 
be treated elsewhere. E. Hille (New Haven, Conn.). 


Differentialgleichungen, Potentialtheorie: 


Hukuhara, Masuo, et Tokui Satö: Sur les th&or&mes de comparaison des &quations 
difförentielles ordinaires. J. Fac. Sci. Hokkaido Univ., Ser. I. Math. 3, 191—211 (1935). 
On compare les solutions du systeme Zn = 4;(z, y,;i=1,2,...,m,poura&2<b, 
a celle d’un systeme > = F,(&,Y), i=1,2,...,n, & l’aide des fonctions donnees 
derivables @;(z, y), Ds, Y),i=1,2,...,1. P. ex. soit 9;(a, y(a)) < D;(a, Y(a)) (*), 
puis si pour un indice j on a 9,(z, y) = ®,(x, Y), l’inegalite Ei 9,(8, y) < ie ®,(z,Y) 
se trouve verifiee; alors on a 9,(8, y)< D;(x,Y) pour a<x<b. Extension pour 
un intervalle ouvert a<x<b; dans ce cas des inegalites analogues & (*) doivent 
&tre verifides pour une suite de valeus , > >-.-- >... limx,=a. Comme 
applications on obtient des theor&mes d’existence et d’unicite. Les resultats de Kamke 
(ce Zbl. 1, 273) pr&sentent un cas partieulier de ces r&sultats, generalises par rapport 
& la condition de derivabilite des @; et ®;. W. Stepanoff (Moskau). 
Hukuhara, Masuo: Sur Punieite de la solution d’une &quation differentielle ordinaire. 
J. Fac. Sci. Hokkaido Univ., Ser. I. Math. 3, 213—218 (1935). 
Pour l’equation = = F(y) + h(«) la solution definie par les valeurs initiales (2, %9), 
F(y,) + h(z,) = 0, est unique, si F(y) est & variation bornee, Pour une &quation 
4 [4 d 1 . 
generale, 7, = Ma Y)» Mao» yo) #0, si May) — Im yo) < Fly) — Fly), 2> zo, 
Yı > Ya, F(y) continue & variation bornee, la solution definie par les valeurs initiales 
(29, Y9) est unique. W. Stepanoff (Moskau). 
Sartori, Giuseppe: Un problema per i matematiei. Rend. Accad. Sci. Ist. Bologna, 
N. s. 38, 67—72 (1934). 
Levi, Beppo: Integrazione di una equazione differenziale interressante Pelettro- 
teeniea. Rend. Accad. Sci. Ist. Bologna, N. s. 38, 74—87 (1934). 
L’&quation deduite dans la premiere note, celle du courant dans un circuit si 
Y’on tient compte de l’effet de la magnetisation, a la forme 
; d ; 
E=Ri-+tk er Pe 5) ‚ k,a,b, E,R etant des constantes. 
La seconde note contient la discussion des solutions de cette &quation et un procede 
pour leur calcul numerique. W. Stepano/f (Moskau). 
Turrittin, Hugh L.: Asymptotie solutions of certain ordinary differential equations 
assoeiated with multiple roots of the eharacteristie equation. Amer. J. Math. 58, 364 
bis 376 (1936). 
On connait bien des travaux classiques de Poincare, Horn, Birkhoff, Tamar- 


kin sur les solutions de l’&quation L(y) = D)o*" P,(z, 0) yr-® = 0 dans le cas oü 
K=D 


l’equation caracteristigue a ses racines distinctes pour tous les zE (a,b). L’auteur 
etudie le cas ot quelques racines coincident [dans tout l’intervalle (a, )]. Il obtient 
icı les solutions formelles du type 


(40 @) + u m en Arie: ) exp [Alt o) dt 
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tandis que nous avons ß; —=1 dans la theorie classique. Avec l’aide de ces series sont 
‚obtenus ensuite les solutions asymptotiques. Janczewski (Leningrad). 

Jefireys, Harold: Asymptotie solutions of linear differential equations. Philos. Mag., 
VII. s. 21, 544—546 (1936). 

Es wird ein von demselben Verf. früher [Proc. London Math. Soc. 23, 428 (1923)] 
‚entwickeltes Verfahren zur annähernden Lösung einer Differentialgleichung kurz dar- 
gestellt, das in naher Beziehung zu der bekannten mit Phasenintegralen operierenden 
Näherungslösung der Schrödingerschen Wellengleichung steht. O. Klein. 

Krein, M.: Sur les fonetions de Green positives au sens de Mercer. C. R. Acad. Sci. 
URSS, N.s. 1, 5962 (1936). 

2 


n 
Let L(y) = Il, (x) y2r-”, ],(x) continuous, B(2)>0 for a<xz=b. Let the 
v=0 
“operator have a Green’s function K(z,s), symmetric and positive in the sense of 
2n-1 
Mercer and satisfying the boundary conditions IB; y(b)=0 Ü=1,2,...,m) 
j=0 


as function of z. Then there exists also a symmetric positive Green’s function K*(z, s) 
satisfying in addition the conditions y®(a)=0 (k=0,1,...,n— 1). In particular 


N 
there exists a function of Green @(x, s) such that K(z, s) — @(z, s) = I a,(z) &;(s), 
1 


‚and @(z, s) satisfies the boundary conditions y® (a) = yM(b)=0(k=0,1,2,...,n—1). 

Such an operator L(y) is called positive. In order that the operator be positive it 
is nec. and suff. that /,(z) # 0, and the differential system L(y) = 0, y®(a) = 0 
(k=0,1,...,n — 1) have a system of n solutions the Wronskian of which does not 
: vanish for a<x=b. Generalizations. — The proof will appear elsewhere. It is 
based upon the author’s earlier work on Mercer’s kernels. [This Zbl. 11, 73. The re- 
viewer wishes to withdraw the objections voiced there which were due to a misunder- 
‚standing. The ““Gegenbeispiel”’ mentioned is inadmissible as the author assumes his 
function o(£) to be strictly increasing which excludes step functions] EZ. Hille. 

Huber, A.: Eine gemischte Randwertaufgabe bei der Wärmeleitung in der gerad- 
linig begrenzten Halbebene. Mh. Math. Phys. 43, 129—132 (1936). 

Eine Lösung #(z, y,t), £>0 der zweidimensionalen Wärmegleichung wird ge- 
sucht, für die #(z, y, 0), %(z, 4, t) für «< 0 und 9,(x,0,t) für 2 > 0 vorgeschriebene 
Funktionen sind. Nach der Reduktion der Anfangswerte auf Null wird die Lösung 
‚als eine Summe von Wärmepotentialen einer einfachen und einer doppelten Belegung 
‚dargestellt; die Belegungsdichten genügen dann einem System von zwei Integro- 

‚differentialgleichungen, die weiter nicht diskutiert werden. W. Stepanoff (Moskau). 
7 Nieoleseo, Miron: Nouvelles eontributions dans la th&orie des fonetions polyharmo- 
niques. Bull. Math. Soc. Roum. Sci. 37, H. 2, 79—95 (1936). 

1. Wenn Afu=0 und u/r’ im ganzen n-dimensionalen Raume beschränkt ist, 
so ist w ein Polynom. 2. Herleitung der üblichen Greenschen Formeln für polyharmo- 
nische Differentialausdrücke. 3. Beweis der Existenz gewisser partieller Ableitungen 
für die allgemeinen Potentiale (bei denen 1/r*"2 durch 1/r*"?, p ganz, ersetzt wird). 

W.Feller (Stockholm). 

Petrowsky, I.: Sur le problöme de Cauchy pour un systeme d’&quations aux derivöes 

partielles dans le domaine r&el. ©. R. Acad. Sei., Paris 202, 1010—1012 (1936). 
Petrowsky, I.: Sur le problöme de Cauchy pour un syst&me lin&aire d’®quations aux 
dörivöes partielles dans un domaine reel. ©. R. Acad. Sci., Paris 202, 1246-1248 (1936). 

L’auteur &tablit les conditions sous lesquelles le problöme de Cauchy pour un 

systeme d’equations 


Oi u, Kt tknu, 
dm: = Fila un ans are un dr Ba (1) 
G=1...N; Ik,=n,) est correctement pos6 au sens elargi de M. Hadamard, 
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c’est & dire qu’il existe une et une seule solution dans un domaine @ (adjacent at—D% 
qui d&pend d’une maniere continue des fonctions initiales et de leur derivees, cela. 
ayant lieu pour toutes les donnees initiales differant des donnees actuelles au plus 
d’une constante. On d&montre que les conditions suffisantes pour les fonctions initiales. 
nulles sont: dans un domaine G*>@F, sont derivables jusqu’& l’ordre 6n +4 et 
la matrice 


> en) oh... || — am. [o?=1; &, arbitraires] 
Ola. sur 7 
est de la forme diagonale |||] M,||||- . - |||] M.|| ||, les racines &, des Det M, €tant reelles 


et leur differences (pour une m&me M;) surpassant en valeur absolue une constante 
ö> 0. Pour le systöme (2): lineaire et ayant les coefficients A,(t) et le second membre 
fi, &... %,) la realite des &, pour t=0 est aussi une condition necessaire. Si l’on 
a un systeme (2) avec; —=1, Ik, <M et les coef.-fonctions complexes des t, 2, . . . Zu 
reels, alors on donne des conditions necessaires et suffisantes pour que le probl&me 
de Cauchy soit uniformement correct (pour O<1,<t<T les u, dependent d’une 
maniere continue des donnees initiales uniformement par rapport & t,). L’analyticite 
des %; comme fonctions des 2,... 2, est aussi etudiee. Janezewskı (Leningrad). 
Drinfeld, G.: Sur la eonstruetion des invariants integraux. Bull. Sci. Univ. Kiev, 
Rec. math. 1, 90—135 u. franz. Zusammenfassung 135—138 (1935) [Ukrainisch]. 
L’auteur resume ses travaux anterieurs (ce Zbl. 5, 401; 10, 206; 12, 15, 298) et 
quelques travaux de M. Pfeiffer (ce Zbl. 1, 209; 2, 265; 8, 314; 10, 206) consacres 
aux methodes diverses de la construction des invariants integraux [ Q2r du systeme 
Mn 
= =... — —= dt. Il donne outre cela quelques th&eor&mes de nes par ex. sur 
la possibilite d’obtenir des invariants nouveaux avec l’aide des diviseurs lineaires 
de Q2p, sur les invariants integraux du type i Wr, OU W,_, est une forme du 
(Mn -ı) 
degre n— 1: w_ = A168... dm 0m 4 Ag6a... 6m 6 +: + EM 62 . - - 


O1, 07,81 ete, Janczewski (Leningrad). 
Spezielle Funktionen: 


Morduchaj-Boltovskoj, D.: Sur Pimpossibilite de Pexpression en forme finie des 
fonetions modulaires au moyen des fonetions &l&mentaires. C. R. Acad. Sci. URSS, 
N. s. 1, 319—321 (1936). 

Im Jahre 1840 hat Liouville in einer C. R.-Note ohne Beweis die Tatsache 
mitgeteilt, daß die vollständigen elliptischen Integrale erster Gattung X, K’ solche 
Funktionen des Legendreschen Moduls % sind, die sich nicht in endlicher Form durch 
elementare Funktionen und ihre Stammfunktionen ausdrücken lassen. Verf. beweist 
dies in $ 1 durch Untersuchung der Differentialgleichung zweiter Ordnung 

d? d 

KR) tl 3M) gg ky=0, (1) 
für die K und K’ linear unabhängige Lösungen sind, unter Gebrauch älterer Unter- 
suchungen (Vessiot, Ann. Ecole norm. 1891; Verf., Bull. Univ. Varsowie 1910, 1911) 
über Integrierbarkeit von Differentialgleichungen durch elementare Funktionen. In 
$ 2 verschärft er dies Resultat dahin, daß eine Lösung y(x) der Differentialgleichung (1) 
keiner Relation 2(z,y) = 0 genügen kann, in der sich Q(z, y) in endlicher Form 
durch elementare Funktionen ausdrückt ohne identisch Null zu sein. Hierbei stützt 
er sich auf seine eigenen (Charkow. Math. Ges. 1914 u. 1907) Methoden und die von 
Ritt [Bull Amer. Math. Soc. 33, 51—57 (1927)]. In $ 3 zeigt er, daß k als Funktion 
von K’/K und ebenso K’/K als. Funktion von % sich nicht in endlicher Form mittels 
elementarer Funktionen ausdrücken läßt. Die Beweise sind hier wesentlich funktionen- 
theoretischer Art: die betrachteten Funktionen weisen eine Verteilung der Singulari- 
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täten auf, die nach Ritt [Trans. Amer. Math. Soc. 27, 68—90 (1925)] bei elementar 
ausdrückbaren Funktionen nicht vorkommen kann. Bessel-Hagen (Bonn). 
Prevost, G.: Sur les fonetions spheriques. Jubil& de Marcel Brillouin 258—264, 
Paris: Gauthier-Villars (1935). 
Contains explieit calculation of the seven first Legendre polynomials and their 
integrals in terms of @" respectively of Tehebychef polynomials cosn6. @. Szegö. 
Bateman, H.: Polynomials assoeiated with those of Lerch. Mh. Math. Phys. 43, 
75—80 (1936). 
The author studies the polynomial /% of degree m defined by 


Ra=- 2), aba, 


where ©, is Lerch’s polynomial of degree n. If F,, is the polynomial of degree m 
defined by means of the operational equation 

F„(D,) sechz = sechz - P„(tanhz) , 
which was studied by the author [Töhoku Math. J. 37, 23 (1933); this Zbl. 7, 307], 
one has Pa) = we rn@D,—- De. 
The author gives recurrence relations for f},, expresses it as a definite integral and 
shows that it can be used to obtain a formal solution of the integral equation 


x) —fo-et g(t) dt. Ef(2)=I') 2’ da, (22), then gt) =r7 "1 Da,F,(— 2:—1). 
0 n 


n 
O. Bottema (Deventer, Holland). 
2 Basoco, Miguel Antonio: Arithmetized expansions for certain pseudo-periodie 
funetions. Giorn. Mat. Battaglini, III. s. 73, 105—114 (1935). 
Teil 1 setzt sich die Entwicklungen der Funktionen 


2 

Zu) = 0, (6, ß=.0;,1,2;3) 
in ihre Fourierreihen zum Ziel. Diese werden jedoch nicht unmittelbar gegeben; viel- 
mehr werden nur für gewisse Funktionen F;(z, y; ß), @;(z, y;n) @=1,2) und K,(y) 
(© = 0,1, 2, 3) die trigonometrischen Reihen aufgestellt und aus ihnen die Z,; in nicht 

ganz einfacher Weise zusammengesetzt, z. B. 

Zo(% y) = Ky) dla +2, +92 y P)Fılm y;P)- 

Die Formeln des Verf. geben also (ohne weitere Rechnung) nicht die fertigen trigono- 
metrischen Entwicklungen der Z,; selbst, Ref. meint die Entwicklungen der Gestalt 


Zu = ran (ka + 19), (1) 


wobei es auf die Darstellung der Koeffizienten CO; , als Funktionen von g in passender 
Gestalt ankäme. Warum Verf. seine Zerlegung der Z,; vor Formeln des Typus (1) 
bevorzugt, wird nicht gesagt; ohne eine nähere Begründung (die in beabsichtigten 
arithmetischen Anwendungen liegen könnte) erscheint diese Zerlegung dem Ref. völlig 
willkürlich. An den Entwicklungen der Bestandteile ÄX,(y) ist bemerkenswert, daß 
als Exponenten von q indefinite quadratische Formen der Summationsbuchstaben 
auftreten. Der zweite Teil beschäftigt sich mit Entwicklungen der Funktionen 
d.(x A 

RTL Er n>1 

Als Beispiel für die Gestalt der Endformeln sei angegeben 


n—1 
To0(&; y;n) = 2 d,(Yr; N) G,(%,; Y); 
= 


ar 
le a Yy=y+ j 
26* 
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2 2 gu-d et dartlivetg 1? +(2v + v5} 
Hierzu ist dasselbe zu bemerken wie zum 1. Teil. Bessel-Hagen (Bonn). 


Sugawara, Masao: On the theory of modular funetions of two variables. Jap. J. 
Math. 12, 133—150 (1936). 

Die Arbeit bringt die Konstruktion von Modulformen gegebener Stufe und Dimen- 
sion durch Thetareihen unter Anwendung von Methoden, wie sie Hecke in seiner 
Arbeit „Zur Theorie der elliptischen Modulfunktionen“ [Math. Ann. 97, 210—242 
(1926)] für den Fall einer Variabeln angegeben hat. — Sei k ein reell-quadratischer 
Körper mit der Diskriminante d,, K ein relativ-quadratischer Oberkörper mit der 


h { 2 ; DU DW 
Relativbasis Q,,Q,, dessen Relativdifferente ein Hauptideal (C) sei; (= a8 g9 


Nxr(CO)=—y. UCK sei ein Hauptideal, P eine feste ganze Zahl aus A, ack 
eine Zahl mit (&) = Nxxr(X) und PCk eine feste ganze Zahl. Sind dann £,&’ die 
Variabeln, so ist im Fall total-imaginärer K } Mom» & 
2risun| laßr| gr] 
MEPAUBO- DD 8 & 
M=PmodAPC 

eine Modulform der Dimension —1 zur Stufe 8y. Für den Fall total-reeller Körper 
(Verf. beschränkt sich auf diese Fälle) treten Zusatzfaktoren und Summationsbedin- 
gungen wegen der Einheiten hinzu. Die Beweise verlaufen wie in der genannten Hecke- 
schen Arbeit, und es ergeben sich auch die entsprechenden Aussagen über das Nicht- 
identisch-Verschwinden der Reihen sowie über die lineare Unabhängigkeit von den 
durch Eisensteinreihen (Kloostermann) gewonnenen Formen. H. Spies. 

Schröder, J.: Das zweite Glied der Potenzentwicklung derjenigen hyperelliptischen 
o-Funktionen, welche für verschwindende Werte der Argumente nicht verschwinden. 
Mitt. math. Ges. Hamburg 7, 258—278 u. 285—311 (1935). 

Klein und Burkhardt untersuchten in den Jahren 1886—1888 die hyper- 
elliptischen o-Funktionen, wobei sie auch das erste Glied der Potenzentwicklung be- 
rechneten. Mit den von ihnen entwickelten Methoden berechnete Verf. im Jahre 1888 
das zweite Glied. Die damals ausgeführten Untersuchungen sind in vorliegender 
Arbeit niedergelegt. Ott-Heinrich Keller (Berlin). 


Integralgleichungen, Funktionalanalysis und Verwandtes: 


Sternberg, W.: Sur l’&quation intögrale de premiere espece. C. R. Acad. Scı., Paris 
202, 901—904 (1936). b 
It is indicated that the integral equation of the first kind: [ K(z,£) o(&)dE = f(x), 


, 


a 
c=s2=d,K,p, and / of integrable square can be solved by reduction to a system 
of equations in Hilbert space via complete orthonormal systems on (a, b) and (ec, d) 
and, in particular, that the theory of Schmidt might be applied — facts which are 
common property since Hilbert’s developments in this field. Hildebrandt. 

Köthe, Gottfried: Das Trägheitsgesetz der quadratischen Formen im Hilbertsehen 
Raum. Math. Z. 41, 137—152 (1936). 

The author discusses the affine equivalence of self-adjoint operators A in Hilbert 
space 9. The first result is that every operator A can be expressed in the form 
A= P*DP, D=0Q*4AQ where P, P"1,Q= P-1,Q-! are bounded linear operators 
defined throughout 5 and where D is a self-adjoint operator with pure point speetrum; 
indeed P and Q= P”! may be taken as self-adjoint operators, with positive upper 
and lower bounds, which commute with every bounded linear operator which commutes 
with A. The second result is that two self-adjoint operators D, and D, with pure 
point spectra are affine-equivalent through relations like those connecting A and D 
above if and only if, when expressed as diagonal-matrix operators, they have the 
same number of zero diagonal elements and their non-zero diagonal elements can 
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be placed in biunivocal correspondence, 6 <>6®, so that the quotient öP16?, has 
positive upper and lower bounds. M. H. Stone (Cambridge, Mass.). 

Köthe, Gottfried: Die Gleiehungstheorie im Hilbertschen Raum. Math. Z. 41, 
153—162 (1936). 

The author proves two theorems which give a quite complete analysis of the 
theory of linear equations in an abstract Hilbert space 9. The first is: if A is a closed 
linear operator with domain everywhere dense in 9,then A=UG@P=QG@V, where U 
and V are unitary, where P, Q, P-1,Q-1are bounded linear operators with domain 9, 
and where @ is an operator represented by a matrix which can be reduced by the 
removal of its zero rows and columns (if any exist) to a diagonal matrix. The second 
is: two such matrix operators@, and @, are equivalent by virtue of a relation @,=0QG,P, 
where P,Q, P"1,Q"! have the properties required above, if and only if (1) their 
matrices have the same number of zero rows and the same number of zero columns, 
and (2) the non-zero elements of their matrices can be putin biunivocal correspondence, 

6 <>Ööß,, in such a way that the quotient |6®]/]6®,| has positive upper and lower 
bounds. M. H. Stone (Cambridge, Mass.). 

Aronszajn, N.: Caraeterisation mötrique de P’espace de Hilbert, des espaces veectoriels 

‚ et de certains groupes mötriques. ©. R. Acad. Sci., Paris 201, 811-813 u. 873-875 
(1935). 

These notes summarize without proof a number of far-reaching results concerning 
the relations of metrie spaces and metric or quasi-metric groups, together with character- 
izations of particular types including Hilbert space. In particular the second note 
gives necessary and sufficient conditions that it be possible to introduce a continuous 

„and commutative group-composition on the elements of a metrie space. A more de- 
tailed review can properly be postponed until the appearance of a complete exposition 
of the results. M. H. Stone (Cambridge, Mass.). 


Nagumo, Mitio: Charakterisierung der allgemeinen euklidischen Räume durch ein 
Postulat für Schwerpunkte. Jap. J. Math. 12, 123—128 (1936). 

L sei ein reell oder komplex linearer metrischer Raum. L heißt euklidisch, 
wenn in L ein inneres Produkt (z, y) erklärbar ist, das mit |x]| =/(z, x) die Metrik 
liefert (Z ist dann ein allgemeiner Hilbertscher Raum beliebiger Dimension). Es wird 
bewiesen, daß L dann und nur dann euklidisch ist, wenn es eine für alle u>0 er- 
klärte stetige reellwertige Funktion (u) mit /(0)=0, fl) =1 gibt, so daß für je 


Rn 
n Punkte x}... .,i„n aus L die Funktion g(y) = Df(|t», — Y|) gerade für den Schwer- 
1 
punkt EM +... 4+27,) zum Minimum wird. Andere Kriterien gaben M. Frechet, 
n 


'P. Jordan und J.v. Neumann (vgl. dies. Zbl. 12, 307). Köthe (Münster i. W.). 


Riesz, Frederick, and E. R. Lorch: The integral representation of unbounded self- 
; adjoint transformations in Hilbert space. Trans. Amer. Math. Soc. 39, 331—8340 (1936). 

In this paper, the authors show how the spectral resolution for a non-bounded 
ıself-adjoint transformation A in Hilbert space can be deduced from the resolution 
itheory for bounded operators. The fundamental lemma reads as follows: if IM} is 
:3 countable family of mutually orthogonal closed linear manifolds spanning an ab- 
ıstract Hilbert space & and if A; is a self-adjoint transformation in M;, then there 
jis one and only one self-adjoint transformation A which coinoides in each M; with A;. 
"The application of this lemma to a given transformation A is made possible through 
ithe construction of the self-adjoint transformations (I + A?) -1, A]A|(T + A), 
\which can be carried out with the aid of v. Neumann’s graphical treatment of the 
simultaneous equations Af+g=h, f— Ag=0. The spectral resolutions of these 
!bounded transformations are shown to provide representations for A like that called 
for in the lemma, each partial transformation A; being bounded. M. H. Stone. 
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Ogasawara, Tözirö: Integrals of Stieltjes type. J. Sci. Hiroshima Univ. A 6, 47 
bis 54 (1936). 

The author gives modified abstract definitions of generalized Lebesgue integrals (1) 
of a function with values in a real or complex complete linear vector space (Banach 
space) with respect to a real or complex completely additive measure-function defined 
over an abstract class; and (2) of a complex-valued function with respect to a com- 
pletely additive measure-function with values in an abstract Hilbert space. The 
integral (1) coincides essentially with those of Bochner [Fundam. Math. 20, 262—276 
(1933); this Zbl. 7, 109] and Dunford [Trans. Amer. Math. Soc. 87, 441—453 (1935) ; 
this Zbl. 11, 341] and should be compared with the more general integral of Garrett 
Birkhoff [Trans. Amer. Math. Soc. 38, 357—378 (1935); this Zbl. 13, 8]. The in- 
tegral (2) coineides essentially with that of Maeda [J. Sci. Hiroshima Univ. A 4, 
60—69 (1934); this Zbl. 11, 309]. M. H. Stone (Cambridge, Mass.). 

Bruwier, L.: Sur une elasse d’&quations fonetionnelles lineaires. M&m. Soc. Roy. 
Sci. Liege, III. s. 20, fasc. 2, 141 (1935). 

The functional equations considered are of the form 


Tz(z, y) = Tö(a, o(y)) + 9% y) 
where T and T, are linear functional transformations on functions of & to functions 
of x, and w(y) is a function of y whose n-th iterated function is the identity. By 
utilizing the fact that if Ois a n-th root of unity and A; = 1/@* then for any function f(y) 


n n—1 
Dh-ıtloily)=9 | Srroso)| 
i=1 i=0 


the solution of this equation is reduced to the solution of (T— OT,)(Z(2,4))=®(z, y) 
where Z and ® are expressed in terms of 2(z, w(y)) and (x, w'(y) respectively. 
I£ T and T, are permutable the solution can be made to depend on the existence 
of a reciprocal of 7"— T/. The same methods apply to functional equations of 


? 

order p: IT, (z, wy)) =Y(z, y) with p<=n— 1. Applications to special examples 
r=0 

are given, using especially integral and differential transformations. Hildebrandt. 


Funktionentheorie: 


Roger, Frederie: Sur la röpartition de certaines direetions limites et son application 
ä la th&orie des fonetions de variable complexe. ©. R. Acad. Sci., Paris 202, 1403 bis 
1405 (1936). 

Fortsetzung der in dies. Zbl. 12, 368 und 13, 153 referierten Noten. Insbesondere 
werden die Sätze von W.H. Young [Bull. Sci. math., II. s. 52 (1928)] über die Grenz- 
werte einer Funktion von zwei Variablen bei Annäherung an einen Punkt auf (nicht- 
analytische) komplexe Funktionen übertragen, woraus sich ein Kriterium für die 
Existenz einer Ableitung fast überall ergibt. W. Feller (Stockholm). 


Behnke, H., und E. Peschl: Zur Theorie der Funktionen mehrerer komplexer Ver- 
änderlichen. Die unbeschränkten Reinhardtschen Körper. Math. Ann. 112, 433—468 
(1936). 

Während bei allen bisherigen Untersuchungen über die analytischen Abbildungen 
w=f(w,2), ?=g(w,z) von vierdimensionalen Bereichen auf sich selbst (‚„Auto- 
morphismen“) vorausgesetzt war, daß die Bereiche ganz im Endlichen liegen, haben 
die Verff. sich die Aufgabe gestellt, für Bereiche, die sich ins Unendliche erstrecken, 
und zwar zunächst für Reinhardtsche Körper dieser Art die Automorphismen auf- 
zustellen. Eine unmittelbare Übertragung der bisherigen Untersuchungen auf diesen 
Fall war deshalb nicht möglich, weil der Cartansche „Eindeutigkeitssatz“ [wonach 


jeder Automorphismus, dessen Funktionalmatrix in einem inneren Fixpunkt (6 1) ist, 
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die identische Abbildung sein muß; vgl. J. de Math. (9) 10 (1931); dies. Zbl. 1, 285] 


für unbeschränkte Bereiche nicht mehr allgemeingültig ist; so ergab sich im engen 
Zusammenhang mit der obigen Aufgabe die weitere, den Cartanschen Satz auf eine 
auch für unbeschränkte Bereiche ® gültige Form zu bringen. Dies kann, wie hier 
nachgewiesen wird ($ 7), durch Hinzufügung der weiteren Voraussetzung geschehen, 
daß 2 in ® beschränkte Monome w*z# und wrz? (xö — ßy +0) existieren. Dieser 
Sachverhalt gab zugleich den Anlaß, die unbeschränkten Reinhardtschen Körper in 
3 Klassen einzuteilen, die sich funktionentheoretisch (insbesondere auch hinsichtlich 
der Caratheodoryschen Metrik) ganz verschieden verhalten, je nachdem es 2 Monome 
jener Art gibt (Klasse M 3) oder nur eines (Klasse M 2) oder gar keines (Klasse M 1). 
Im übrigen genügt es, die Aufgabe für solche Reinhardtschen Körper zu lösen, die 
zugleich ‚„Regularitätsbereiche‘“ sind, da, wie bereits bekannt, jeder Automorphismus 
eines Bereiches gleichzeitig die Regularitätshülle desselben auf sich selbst abbildet, und 
es wird daher zunächst ($1) ein Kriterium aufgestellt, das angibt, wann ein Reinhardt- 
scher Körper ein Regularitätsbereich ist. In $2 wird untersucht, unter welchen Be- 
dingungen Reinhardtsche Regularitätsbereiche auf beschränkte Bereiche analytisch 
abbildbar sind. Es gelingt sodann den Verff., sämtliche Automorphismen der Körper 
aller 3 Klassen anzugeben. Hiernach sind die einzigen, nicht auf beschränkte Be- 
reiche abbildbaren Reinhardtschen Regularitätsbereiche, die nichttriviale Automorphis- 
men gestatten, die folgenden: 1. der offene Raum mit oder ohne Einrechnung der 
Achsen; 2. alle Körper der Klasse M 2; 3. der Körper |z| < ye-?!®»" der Klasse M 3 
(y,ö pos.); 4. diejenigen uneigentlichen Körper der Klasse M 3, welche die beiden 


R c 
Automorphismen w’ = bwz, 2’ = az und w’ = c"?wz2°, z’ — — @& be Pos. al; 


ö halbe ganze Zahl) zulassen oder auch eine Untergruppe der durch diese beiden erzeug- 
ten (diskontinuierlichen) Gruppe. (Zur Behebung einer in $ 7 noch vorhandenen Lücke 
beabsichtigen die Verff., eine ergänzende Mitteilung folgen zu lassen.) F. Hartogs. 

Brown, Arthur B.: On certain analytie eontinuations and analytic homeomorphisms. 
Duke math. J. 2, 20—28 (1936). 

Verf. weist zunächst darauf hin, daß folgender grundlegende Satz im Osgood- 
schen Lehrbuch der Funktionentheorie Bd. II, 1 lückenhaft bewiesen ist: „Sei 7 ein 
endlicher Bereich des 2n-dimensionalen Raumes, dessen Rand aus einem einzigen 
Stücke besteht, und sei ferner f(z,),...,2,) eine Funktion, welche sich am Rande 
von T analytisch verhält. Dann läßt sich f durch analytische Fortsetzung zu einer 
im ganzen Bereich T analytischen Funktion ergänzen.“ Verf. gibt deshalb einen 
neuen umfangreichen Beweis an. Sodann beweist er darüber hinaus: „Es sei R ein 
beschränkter Bereich im 2»-dim. Raum der kompl. Veränderlichen 2,,...,%,n >]; 
der Rand C von R zusammenhängend. % = (21, -- 7), k=1,...,n, mögen eine 
eineindeutige analytische Abbildung zwischen CO und dem Gebilde C’ im w-Raume 
vermitteln. Dann liefert die analytische Fortsetzung der f; nach R hinein zugleich 
eine eineindeutige analytische Abbildung von R auf einen von C” berandeten Bereich.“ 
— Weiterhin werden die analogen Sätze bewiesen im Raume von n komplexen und 
einer reellen Veränderlichen. Damit wird sogleich ein Satz von Severi (s. dies. Zbl. 
4, 407) verallgemeinert. Behnke (Münster i. W.). 

Fueter, Rud.: Zur Theorie der regulären Funktionen einer Quaternionenvariablen. 
Mh. Math. Phys. 43, 69—74 (1936). E 

Verf. vervollständigt seinen Aufbau der rechtsregulären (bzw. linksregulären) 
Quaternionenfunktionen (s. Commun. math, helv. 7, 307; dies. Zbl. 12, 17). Zuerst 
wird das Poissonsche Integral für die einzelnen Komponenten der Fueterschen Funk- 
tionen aufgestellt. Darauf wird gezeigt: Jede im ganzen endlichen Hyperraume rechts- 
reguläre und beschränkte Funktion ist konstant. Schließlich wird der grundlegende 
Satz bewiesen: Eine rechtsreguläre Funktion ist durch ein einziges dreidimensionales 
Element in ihrem gesamten Verlauf bestimmt. Behnke (Münster i. W.). 
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Wahrscheinlichkeitsrechnung, Statistik, Versicherungsmathematik: 


Denjoy, Arnaud: Physique et mötrique des ensembles. A propos d’une note de 
M. Paul Levy. ©. R. Acad. Sci., Paris 202, 1140—1142 (1936). 

1. Es wird die Meinung geäußert, daß die (von trivialen Spezialfällen abgesehen), 
notwendigerweise inhomogene Struktur der meßbaren Mengen zu ihrer Ausnutzung 
bei Konstruktion von Modellen physikalischer Körper Veranlassung geben könnte. — 
2. Erwiderung auf eine Kritik von P. Levy (dies. Zbl. 13, 247); Verf. ist bemüht, 
den Vorteil der metrischen Betrachtungsweise gegenüber der wahrscheinlichkeits- 
theoretischen bei der Untersuchung von Kettenbrüchen und ähnlichen Problemen zu 
begründen. Die wahrscheinlichkeitstheoretische Methode wird dabeı als „künstlich‘“ 
und dem Verstand eine Zusatzanstrengung aufzwingend bezeichnet. Es sei jedoch 
bemerkt, daß Verf. die große heuristische Rolle des wahrscheinlichkeitstheoretischen 
Standpunkts in diesen Fragen übersieht und daß die moderne Wahrscheinlichkeits- 
theorie von den unbegründeten Annahmen, die ihr vom Verf. in dieser und früheren 
Noten zugeschrieben werden, selbstverständlich vollständig frei ist. A. Khintchine. 

Doob, J. L.: Note on probability. Ann. of Math., II. s. 37, 363—367 (1936). 

Auf Grund des Maßbegriffs in einem gewissen Raum von unendlich vielen Dimen- 
sionen wird eine genaue Formulierung des Satzes gegeben, daß ein erfolgreiches Spiel- 
system bei einem Hasardspiel unmöglich ist. B. Jessen (Kopenhagen). 

Schwartz, Laurent: Sur une question de ealeul des probabilites. Bull. Sei. math., 
II. s. 60, 101—102 (1936). 

Einfache Bemerkungen über das Null- oder Eins-Gesetz im Anschluß an Stein- 
haus [Math. Z. 31, 408—416 (1930)] und Ref. (dies. Zbl. 10, 200). B. Jessen. 

Copeland, Artkur H., and Francis Regan: A postulational treatment of the Poisson 
law. Ann. of Math., II. s. 37, 357—362 (1936). 

Für jede im Lebesgueschen Sinne meßbare Menge E der Zahlengeraden sei eine 
Wahrscheinlichkeit /(k, E) definiert, daß genau k Punkte einer stochastischen Varia- 
blen E angehören. Es wird gezeigt daß unter gewissen Voraussetzungen über /(k, E) 
eine absolut-additive und totalstetige Mengenfunktion F(E) existiert so daß. 
f(k,E):k!=F(E)e-® wird. W. Feller (Stockholm). 

Ville, Jean-Andre: Sur les suites indifferentes. C. R. Acad. Sci., Paris 202, 1393 
bis 1394 (1936). 

Verf. beweist, daß folgende Eigenschaft für die „nachwirkungsfreien Folgen‘ (im 
Sinne Reichenbachs, Poppers usw.) charakteristisch ist: Wird die Folge in sukzessive 
Abschnitte von je n Elementen aufgeteilt (n = 2, 3, ...), so ist der Häufigkeitslimes 
von jeder der 2” Anordnungen von 0, 1, wenn diese Anordnung m Einsen und n-- m Nul- 
len enthält, p* g*"* (p= Häufigkeitslimes der „1‘). — Verf. bemerkt dann, daß die 
Eigenschaft einer Folge „nachwirkungsfrei“ zu sein, nicht nach sich zieht, daß die 
Häufigkeit in derselben Weise gegen p konvergiert, wie das bei zufälligen Ereignissen 
zu erwarten ist. Die Abweichung kann nämlich z. B. immer das gleiche Vorzeichen 
haben oder beliebig schnell abnehmen. Bruno de Finetti (Trieste). 

Bernstein, Serge: Dötermination d’une limite inferieure de la dispersion des sommes 
de grandeurs li6es en chaine singuliere. Rec. math. Moscou, N.s. 1, 29—36 (1936). 

Die zufälligen Größen &,, %5, . .., %, mögen eine einfache Markoffsche Kette mit 
veränderlichen Übergangswahrscheinlichkeiten p®% bilden. Verf. nennt diese Kette 
singulär, falls bei n— oo die untere Schranke der p®) gegen Null. konvergiert. Das 


Ziel der Abhandlung ist, untere Schranken für die Streuung von 8, = > %, auf- 
n=1 
a Als erstes Ergebnis erscheint die sehr bemerkenswerte allgemeingültige 
lei r j h 
a BS)= 36 ++: + bu), 


wo B(S$,) die erwähnte Streuung von $, ist und 5, die erwartungsmäßige Streuung 
von x, bei vorgegebenen Werten von 2,_, und &,;,, bedeutet. Weitere exaktere- 
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Abschätzungen ergeben sich unter speziellen Voraussetzungen betreffs der Größen- 
ordnung der unteren Schranke der p® in bezug auf n. Die zunächst getroffene Voraus- 
setzung, daß jede der Größen x, nur endlich vieler Werte fähig sei, kann durch die 
allgemeinere ersetzt werden, daß jedes x, beschränkt, aber sonst beliebig verteilt ist. 
A. Khintchine (Saratow). 
; nee) Henrik: Le paradoxe de Bertrand. Ark. Mat. Astron. Fys. 25 A, Nr 16, 
—7 (1936). 

In einen Kreis soll blindlings eine Sehne gezogen werden. Die Wahrscheinlichkeit, 
daß sie größer als die Seite des eingeschriebenen gleichseitigen Dreiecks ist, wird be- 
kanntlich je nach der durchgeführten Überlegung # oder 4 oder 4. Die ersten beiden 
Lösungen dieser klassischen Aufgabe entstehen — so wird hier gezeigt — durch un- 
berechtigte Grenzübergänge. Indem der Verf. die Art, wie die Sehne zu zeichnen 
ist, präzisiert, erhält er beispielsweise 9 verschiedene Aufgaben, daher auch 9 ver- 
schiedene Lösungen. Rehbock (Bonn). 

Waerden, B. L. van der: Empirische Bestimmung von Wahrscheinliehkeiten und 
physiologische Konzentrationsauswertung. Ber. Verh. sächs. Akad. Leipzig 87, 353 
bis 364 (1935). 

Inn=k-+-Igleichartigen Versuchen sei ein Ereignis E genau ! mal eingetreten; 
die Wahrscheinlichkeit dafür, daß in einem einzelnen Versuch die Wahrscheinlichkeit 
von E eine gegebene Zahl p, übertrifft, läßt sich dann entweder nach der exakten 
Bayesschen Formel oder annähernd mittels der Laplaceschen Integralformel berechnen ; 
ersteres Verfahren kommt praktisch nur bei ganz kleinen Werten von n in Frage, 
während letzteres im Gegenteil nur für große n zu guten Näherungen führt. Verf. 
' gibt nun Näherungsformeln an, die schon für mäßige Werte von rn recht gute Nähe- 
“ rungen liefern und besonders im Fall 9, = $ nur sehr einfache Rechnungen erfordern. — 
Physiologische Anwendungen werden besprochen. A. Khintchine (Saratow). 

Baas Becking, L. &. M., and E. F. Drion: On the origin of frequeney distributions 
in biology. Acta biotheor., Leiden 1, 133—150 (1935). 

Guldberg, Sven: A remark on Pölya’s law. Aktuär. Vedy 5, 182—184 (1936). 

Herleitung einer einfachen Rekursionsformel für die Thieleschen Semiinvarianten 
des Pölyaschen Verteilungsgesetzes. A. Khintchine (Saratow). 
Neyman, J.: Sur la verification des hypotheses statistiques composees. Bull. Soc. 
Math. France 63, 246—266 (1935). 

After a brief historical survey of the theory of the application of probability to 
the verification of causes the author introduces as fundamental terms: “statistical 
hypothesis, 4” — any hypothesis concerning the probability that a variable event E 
‘shall fall in a measurable region w of the n-space, W, of generalized variates; “simple 
statistical hypothesis”, — one for which the probability, P{E € w} is uniquely de- 
termined for every measurable w in W, — otherwise the hypothesis is “composite”; 
“critical set, w,, characterizing a given method of verifying hypotheses Z E er the 
region such that H is rejected if and only if Z falls in this region, “area, &, of a critical 
set w” — the probability P{E € w|Hy}, if this is determinate, supposing H, correct; 
“power of a critical set w with respect to a simple admissible alternative hypothesis, 4,” 
— the probability, P{E € w|H,} designated also by (H,|w); “unbiased critical set 
of area &” — a critical set well determined by the hypothesis H, to be verified, whose 
area is equal to &, and such that the power function ß(H IR) is a minimum for H FH ie 
An unbiased critical set is said to be of “type B” when it satisfies additional conditions 
of differentiability, and of minimal value. The author proves that under five further 
conditions of independence, expansion-form, existence of ‚moments, etc., every set 
of Type B satisfies certain functional relations involving inequalities and integrals. 
There are 21 references to related papers including the following by the author, 
E. 8. Pearson, and 8. $. Wilks (this Zbl. 4, 156, 157; 6, 268; 8, 24, 123; 12, 29, 363). 

Albert A. Bennett (Providence). 
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Milieer-Gruzewska, H.: An empirical eurve and its generalisation. C. R. Soc. Sci. 
Varsovie 28, 79-—95 (1936). 

The author discusses the conditions that were imposed in choosing a suitable 
empirical curve to represent self-sufficieney of country farms, from data provided 
by a restricted sample. This raises the more general question as to whether in applying 
the method of Tshuprow [Biometrika 12 (1918)], the moments of the sample tend 
sufficiently rapidly toward the respective unknown moments of the universe. Simple 
sufficient conditions are laid down, including the boundedness for all possible samples 
and expansibility by Taylor’s Series of the statistical function considered. Bennett. 

Del Veechie, Ettore: Sulla riserva matematiea a premio d’inventario e a premio 
suffieiente. Giorn. Mat. Finanz., II. s. 6, 14—22 (1936). 


Tognoli, Guido: Sull’applieazione del metodo dei valori ausiliari di Zillmer ad un 
portafoglio giä esistente. Giorn. Mat. Finanz., II. s. 6, 1—13 (1936). 


Salvatore, 0. 6. di: Coeffieienti di morbilitä e premi puri nell’assieurazione eontro 
le malattie. Giorn. Mat. Finanz., II.s. 6, 23—33 (1936). 


Geometrie. 


Thöbault, V.: Triangle bord& de reetangles. Ann. Soc. Sci. Bruxelles A 56, 18—25 
(1936). 

Soient M,M,M, les intersections du cercle circonscrit du triangle ABO avec 
les bissectrices int6rieures, BOC,B,, CA4A,0,, ABB,4,, les rectangles qui bordent, 
exterieurement le triangle ABC et qui-ont respectivement les points M,„M,M, pour 
centre de symmetrie. L’auteur demontre plusieurs proprietes de la figure obtenue. 
Nous citons les theor&mes suivants: les hauteurs des triangles A,AA,, B,BB,, C,CC;, 
issues des sommets A, B, C, concourent au point de Nagel; la somme algebrique 
des aires des triangles A,AA., B.BB,, C,CC;,, equivaut & l’aire du triangle ABC. 

O. Bottema (Deventer, Holland). 

Zacharias, Max: Trilineare Punktverwandtschaften mit reziproken Konstanten auf 
den Seiten eines Dreiecks. Deutsche Math. 1, 174—181 (1936). 

Sind X,X,X, Punkte auf den Seiten a,a,a, des Dreiecks A,A,A,, so daß 

a A,Xz AzXı As X, 
hen ren. 
gleich einer konstanten Zahl n ist, dann bilden sie ein Tripel einer trilinearen Ver- 
wandtschaft zwischen den Punktreihen a,. Fürn=1 bzw. n = —1 hat man Ceva- 
bzw. Menelaostripel. Sind X, und Y, zwei Tripel, wofür (AX)-(AY) =1, so nennt 
man die Tripel (und auch die zugehörigen Verwandtschaften) reziprok. Auch die 
Tripel X,X,Y, und Y,Y,X, usw. sind reziprok. Zwei reziproke Tripel liegen immer 
auf einem Kegelschnitt und umgekehrt (Beweis mittels des Pascalschen Satzes). Iso- 
tome und auch isogonale Tripel sind reziprok. Sind X, und Y, reziproke Tripel, 
P; = (4, X,, AıX,), 9; = (ArY,, ArYı), so liegen die sechs Punkte P; und Q; auf 
einem Kegelschnitt und umgekehrt; die Seiten der Dreiecke X, und Y, umhüllen 
einen Kegelschnitt und umgekehrt; die Geraden A,X, und 4,Y, umhüllen einen 
Kegelschnitt und umgekehrt. Ist 4=(X,X,,Y,Y,), B;= (P;%, P;Q)), dann liegen 
die Dreiecke A,, A; und B; zu je zweien perspektiv. Der Verf. untersucht die polaren 
Felder, welche durch die Dreiecke X,, Y,; und P,;, Q; bestimmt werden. ©. Bottema. 

Jung, W., und E. Melchior: Symmetrische Geradenkomplexe. Ein Beitrag zur 
Theorie der Konfigurationen. Deutsche Math. 1, 239—255 (1936). 

Verteilen sich die Schnittpunkte von n Geraden der projektiven Ebene so, daß 
auf jeder genau % Schnittpunkte liegen, so entsteht ein symmetrischer Geraden- 
komplex (n,k) von der Klasse ec=n— k— 1. Schneiden sich 2 solche Komplexe 
der Klasse c gegenseitig nur in einfachen Schnittpunkten, so entsteht ein symmetrischer 
Geradenkomplex derselben Klasse, der die Summe der beiden ersten genannt wird. 
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Diese Addition erweist sich als wichtiges Hilfsmittel zur Konstruktion von symmetri- 
schen Geradenkomplexen, wenn gewisse arithmetische Bestimmungsstücke gegeben 
sind. Es werden Existenz- und Endlichkeitssätze abgeleitet. Entsprechend der sehr 
allgemeinen Problemstellung beziehen sich die Untersuchungen nicht auf Automorphie- 
klassen von Komplexen, sondern auf Äquivalenzklassen, die durch gewisse Anzahlen 
beschrieben werden. Die Ergebnisse ließen sich unschwer auf allgemeinere (nicht- 
Desarguessche) Geometrien übertragen. Friedrich Levi (Caleutta). 

Steidl, Hans: Das Nullsystem des R,, gedeutet im Linienraum. Deutsche Math. 1, 
182—185 (1936). 

Der R, wird als Bildraum der linearen Komplexe des R, angesehen. Ein Null- 
system des R, liefert dann im R, eine Verwandtschaft von linearen Komplexen. Für 
diese wird eine Konstruktion angegeben. Die Untersuchung wird hauptsächlich syn- 
thetisch im R, ausgeführt. Analytisch und ohne überräumliche Betrachtungen ist 
die Verwandtschaft von C. Segre [Rend. Circ. mat. Palermo 44 (1920)] behandelt 
worden. E. A. Weiss (Bonn). 

Gussenhoven, Lila: Sur les pseudo-droites. Mathesis 50, 78-80 (1936). 

Etude au moyen de la representation reelle du plan dans un &,, des pseudo-droites 
(e.-&.-d. de l’ensemble des points satisfaisant A l’&quationax +dz +cy + dy+e=0). 

P. Dubreil (Nancy). 

Harmegnies, Ren&: Sur le mouvement d’une figure plane qui reste homographique 
ä elle-m@me. C. R. Acad. Sci., Paris 202, 1323—1324 (1936). 

Notiz über ein kollinear-veränderliches ebenes System in einer festen Ebene. 
Zwei benachbarte Lagen haben drei Doppelpunkte, die — analog der Bewegung eines 
starren Systems — zu drei Polkurvenpaaren führen. Die Kegelschnitte Rivals, der 
Wendekreis, Rückkehrkreis, die Konstruktionen von Bobillierund Savary werden 
verallgemeinert. Anwendung auf ähnlich-veränderliche Systeme. Eckhart (Wien). 

Blane, Eugene: Sur la distance de deux ensembles. C. R. Acad. Sci., Paris 202, 1556 
bis 1558 (1936). 

Einfache Beziehungen zwischen der Vereinigungsmenge aller offenen Kugeln vom 
Radius r und mit Mittelpunkt auf der Menge E, sowie den Mengen der Punkte, deren 
Abstand von E<(r bzw. <r ist. W.Feller (Stockholm). 

Bose, R. C.: Two theorems on the eonvex oval. J. Indian Math. Soc., N. s. 2, 13—15 
1936). 

Hr Gegenstück einer Bemerkung von Ganapati (vgl. dies. Zbl. 5, 82) wird ge- 
zeigt: Die Tangenten in den Scheiteln eines Ovals können nicht sämtlich denselben 
Kreis berühren. Ferner: Die sextaktischen Punkte eines Ovals liegen nicht alle auf 
demselben Kegelschnitt. Die Tangenten in den sextaktischen Punkten berühren nicht 
alle denselben Kegelschnitt. Die beiden letzten Sätze sind zueinander dual, während 
der erste nicht ohne weiteres aus dem von Ganapati gefolgert werden kann. Fenchel. 

Abramesco, Nicolas: Sur l’&tude de la forme d’une eourbe ou d’une surface dans le 
voisinage de Pun de ses points. ©. R. Acad. Sci., Paris 202, 1397—1398 (1936). 

Es wird angegeben, wie die Krümmung der ebenen Kurve & im Punkte P mit 
einigen Größen zusammenhängt, die durch die Verbindungsgerade derjenigen Nachbar- 
punkte von P auf ec definiert werden, in denen es Normalen an c gibt, welche gegen 
die Normale in P gleich geneigt sind. W.Feller (Stockholm). 

Sintsov, D. M.: Sur la elassifieation des points d’une courbe dans R, et le nombre 
des types des points de rebroussement. Commun. Inst. Sci. Math. et M£can., Univ. 
Kharkoff et Soc. Math. Kharkoff, IV.s. 13, 74 (1936). 

Szökefalvi Nagy, Julius v.: Über die ebenen Kurven ohne Tangentensingularität 
und vom Index Null. Mat. termöszett. Ertes. 54, 358—372 u. deutsch. Zusammenfassung 
373—374 (1936) [Ungarisch]. 

Es kann hier nur über die deutsche Zusammenfassung berichtet werden. Kurve 
bedeutet im folgenden: Eindeutiges stetiges Kreisbild in der Ebene, welches als Summe 
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aus endlich vielen Konvexbogen darstellbar ist, überall eine Tangente besitzt und 
keine Strecken als Teilbogen enthält. Betrachtet werden ganz im Endlichen gelegene 
Kurven G, mit r Spitzen 1. Art (Dornspitzen) und ohne Tangentensingularitäten. 
Im Anschluß an eine frühere Arbeit des Verf. [Math. naturwiss. Ber., Ungarn 47, 
693713 (1930), deutscher Auszug 714715] wird vorwiegend der Fall ungerader r 
behandelt, für welchen @/ statt @, geschrieben wird. Zwei Punkte einer @/ heißen 
konjugiert, wenn die Tangenten in ihnen parallel sind. Ferner werden betrachtet 
ganz im Endlichen gelegene Kurven G* mit r Spitzen und ohne Wendetangenten; 
außerdem sollen an die @* in jeder Richtung zwei verschiedene oder zusammenfallende 
Tangenten vorhanden sein. Es wird gezeigt: Die Anzahl d der Doppelpunkte einer @7’ 


oder G£ it d= Zu £ + 2(k—1), wobei k eine nichtnegative ganze Zahl bedeutet. 
Für die@/ gilt dabei stets d< ß); insbesondere ist d< AU +s, wo 2s die An- 
zahl der Teilbogen bezeichnet, in welche die @/ durch ihre Spitzen und durch die 
zu diesen Spitzen konjugierten Punkte zerlegt wird. Durch die Spitzen und Doppel- 
punkte wird @ in Teilbogen 7 zerlegt; T heißt äußerer konvexer bzw. konkaver 
Bogen, wenn seine konvexe bzw. konkave Seite vom Unendlich-Fernen her auf einem 
zu @/ fremden Wege erreicht werden kann. Es gilt: Wird @/ von einer Tangente 
geschnitten, so liegen die beiden ‚äußersten‘ Schnittpunkte auf konkaven äußeren 
Bogen. Eine @/ mit nur konvexen äußeren Bogen ist ein Oval. Es gibt 67 mit lauter 
konkaven und solche mit teils konvexen, teils konkaven Teilbogen. Haupt. 


Haupt, Otto: Gestaltsprobleme bei reellen Gebilden. Mh. Math. Phys. 43, 261—274 
(1936). | 

Verf. bespricht die verschiedenen Gestaltsprobleme bei reellen Gebilden und den 
engen Zusammenhang des Gestaltsbegriffes — neben der Struktur — mit der Wahl 
einer Ordnungsdefinition. Ausführlicher wird das Gestaltsproblem bei ebenen Bogen 
und linearer Ordnung behandelt. Die einfachsten Bogen sind die Strecken. Ein aus 
endlich vielen Strecken bestehendes Elementargebilde wird als Polygon bezeichnet. 
Das aus den aufeinanderfolgenden Strecken s,, 82, - . ., 7) bestehende Polygon P ist 
dann eine Spirale, wenn die Strecken (Seiten) s;_; und s;,ı auf dieselbe Seite der 
Trägergeraden s; fallen ® =2,3,...,n—1). Verf. zerlegt ein jedes Polygon P ein- 
deutig in Spiralen. Zuerst wird die in P enthaltene größte Spirale mit der Anfangs- 
seite s, bzw. mit der Endseite s, von P abgetrennt, dann wird dieses Verfahren fort- 
gesetzt, solange das Restpolygon entweder eine Spirale ist oder in zwei Spiralen zer- 
fällt, die eine gemeinsame Ecke oder Seite haben. So erhält man eine Normaldarstel- 
lung von Pin Spiralen. Zwecks Beschreibung der Gestalt von P benötigt man auch 
die Angabe, wie die aufeinanderfolgenden Spiralen ineinander übergehen. Entsprechend 
läßt sich eine Spirale in größte enthaltene konvexe Polygone, konvexe Glieder zer- 
legen. Zwei orientierte Spiralen haben gleiche Normaldarstellung, wenn die Anzahl 
ihrer konvexen Glieder gleich ist und wenn die entsprechenden aufeinanderfolgenden 
konvexen Glieder gleichen Übergang haben. Bildet man eine Spirale 8 stetig und 
eindeutig auf die Einheitsstrecke E und markiert man auf E die Punkte, welche die 
Bilder von je einem mehrfachen Punkte von $ sind, so wird die Aufeinanderfolge 
dieses Punktsystems auf E als Diagramm von 8 bezeichnet. Zwei orientierte Spiralen 
heißen gestaltsgleich, wenn sie in ihren Normaldarstellungen und in den Diagrammen 
ihrer mehrfachen Punkte übereinstimmen. Entsprechend läßt sich die gestaltliche 
Aquivalenz von zwei orientierten Polygonen definieren. Diese Betrachtungen lassen 
sich verallgemeinern. An Stelle der Strecken kann man auch Konvexbogen treten 
lassen. Es gibt einen größeren Reichtum verschiedener Gestalten, wenn man die 
lineare Ordnung durch eine andere, z.B. die zyklische Ordnung ersetzt. Diese Be- 
trachtungen lassen sich auf die Bogen im R, übertragen und auch auf mehrdimensionale 
Gebilde verallgemeinern. : 82. Nagy (Szeged). 
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Algebraische Geometrie: 
Schaake, 6.: Über die Bestimmung des Grades einer ebenen rationalen Kurve. Ma- 
thematica, Leiden B 4, 168—171 (1936) [Holländisch]. Ad) Bi) 


Es handelt sich um die Bestimmung des Grades der Kurve © — car I up 


wo Alt) — Day tk, B(t) = Ibrtk, Oft) = Dozt® und A(d, CK) und Bit, Clt) teiler- 
0 0 0 


fremd sind. Gibt es drei Zahlen, a, b, c, nicht sämtlich Null, so daß a A (+5 B(t)+cC'(t) 
identisch Null ist, so ist die Kurve eine Gerade, Ist das nicht der Fall und ist n eine 
Primzahl, so ist sie eine Kurve n-ten Grades. Ist n eine gerade Zahl, so untersuche 
man, ob die Kurve ein Kegelschnitt ist; in derselben Weise geht man mit den übrigen 
Faktoren von n hervor; man kann auch mit dem größten Faktor von n anfangen. — 
Der Verf. gibt noch ein anderes Verfahren an. Ist x,%, ein Punkt der Kurve, und 
haben die Gleichungen 


Alt) — x,C()=0 und Bit) — y,C(t) =0 
nur eine gemeinsame Wurzel, so ist die Kurve vom n-ten Grade. Findet man bei mehr 
als 3(n— 1)(n— 2) Punkten zwei gemeinsame Wurzeln, so ist sie vom ten Grade usw. 
— Für den Fall, daß die Kurve vom Grade p = n ist, wird gezeigt, wie man einen 


Parameter ?' einführen kann, damit die Kurve dargestellt wird mittels rationaler 
Funktionen, deren Grad höchstens p ist. O. Bottema (Deventer, Holland). 

Derwidug, L&on: Sur une eongruence de eubiques gauches. Bull. Acad. Roy. Belg., 
V.s. 22, 290—294 (1936). 

Sei g eine allgemeine Bisekante der Raumkurve J' vierter Ordnung und erster Art. 
Durch einen allgemeinen Punkt P von g geht eine andere Bisekante von I’, die I' 
in P, und P, trifft. Der Ort des Punktes P’, der dem Punkte Pin bezug auf P, und P, 
harmonisch zugeordnet wird, ist eine kubische Raumkurve X. Die Kurven X bilden 
eine Kongruenz zweiter Ordnung; sie treffen die Kurve J'in sechs Punkten; in vier 
dieser Punkte berühren sie die Tangentenfläche von /'. Verf. betrachtet die angegebene 
Kongruenz und gibt die Erweiterung des erstgenannten Satzes, die man bekommt, 
wenn man /' durch eine beliebige algebraische Kurve einer quadratischen Fläche 
ersetzt. @. Schaake (Groningen). 

© Godeaux, Lueien: Les involutions eyeliques appartenant & une surface alg&brique. 
(Aetualitös seient. et industr. Nr. 270. Exposes de geomötrie. Publies par E. Cartan. VII.) 
Paris: Hermann & Cie. 1935. 45 pag. Fres.12.—. 10n 

Wiedergabe eines Vortrags des Verf. an der Universität Poitiers; Verf. selbst hat die 
Involutionen auf einer algebraischen Fläche, und insbesondere die zyklischen Involutionen, 
_ seit vielen Jahren besonders untersucht. Grundgedanken sind die Betrachtung einer alge- 
braischen Fläche F, die eine periodische birationale Transformation 7, mit der Periode », 
in sich selbst zuläßt; und die Darstellung der Involution I,, die von T auf F erzeugt wird, 
auf die Punkte einer neuen Fläche 9; immer in der Voraussetzung, daß I, nur eine endliche 
Anzahl von Fixpunkten besitzt. Die Einzelheiten entnimmt man am besten aus folgender 
Inhaltsübersicht: Konstruktion von projektiven einfachen Bildern von F und 9; Fixpunkte, 
ihre Lage und Einteilung; vollkommene und unvollkommene Fixpunkte und ihre Eigen- 
schaften; zyklische Homographien in der Ebene; unvollkommene Fixpunkte der Involutionen 
3 Ordnung; Involutionen ohne Fixpunkte; Beziehungen zwischen den Invarianten von F 
und d; reguläre oder irreguläre Involutionen auf irregulären Flächen; Bedingungen, damit 
eine Fläche das Bild einer Involution sei; reguläre Involutionen 2. Ordnung auf einer irregulären 
Fläche; Fall, wo F und Ö dieselbe Irregularität besitzen; Involutionen beliebiger Ordnung; 
Anwendung auf die Flächen mit einer kanonischen oder mehrkanonischen Kurve der Ord- 
nung 0. — Schließlich die Bibliographie des Gegenstandes. B.@. Togliatti (Genova). 

Godeaux, Lucien: Sur les surfaces alg&briques possedant un systeme linaire simple, 
dont les eourbes eontiennent une involution. Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 22, 235—239 
(1936). tal, { > tessahl 
L’A. demontre que, si une surface algebrique contient un systeme lineaire simple, 
IC], de dimension n, de courbes de genre p possedant chacune une involution non 
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composee d’ordre n et de genre r — les involutionsappartenant & deux courbes distinctes 
n’ayant, en general, aueun groupe commun — la surface est rationnelle ou biration- 
nellement referable & une regl&e de genre p ou n. Ce theoreme a deja Et& obtenu 
pour les reseaux de courbes hyperelliptiques, e’est-a-dire pour n = 2etan=(0, par 
G. Castelnuovo [Atti Accad. naz. Lincei, Rend., V.s. 3, 473 (1894)]. La demons- 
tration ici developpee pour le cas general, s’appuie sur la consideration de l’image 
projective du systeme |C|, et sur l’&tude du lieu forme par les oo"! groupes des in- 
volutions susdites qui passent par un point assigne de la surface. Beniamino Segre. 

Godeaux, Lucien: Remarques sur la th&orie des transformations birationnelles de 
’espace. Bull. Soc. Roy. Sci. Liege 5, 38—40 (1936). 

L’Auteur considere une transformation birationnelle de l’espace definie & partir 
d’un syst&me lindaire 00% homaloidal |F| de surfaces F d’ordre n, et une courbe-base 7 
du systeme |F| multiple d’ordre s pour les surfaces F. Il se place dans le cas general 
ou les s plans tangents & une surface F en un point de J’ varient avec la surface, et 
suppose que /' est courbe fondamentale de premiere espece. Il etudie les proprietes 
de J’ en distinguant trois cas: 1° l’involution engendree par les s plans tangents en 
un point P de I’ dans le faisceau des plans passant par la tangente est composee au 
moyen d’une involution d’ordre » et de rang un; 2° la m&me involution est de rang 
deux; 3° cette involution est de rang trois. P. Dubreil (Nancy). 

Godeaux, Lucien: Sur quelques involutions appartenant ä la surface de Humbert 
gentralisee. I. Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 22, 240—251 (1936). 

Par surface de Humbert gen£ralisee, on doit entendre, dans S,, lintersection 
d’un cöne V# projetant une surface de Veronese et d’une hypersurface eubique P3. 
L’Auteur etudie les involutions cycliques d’ordre trois, n’ayant qu’un nombre fini 
de points unis, appartenant & la surface de Humbert gen£ralisee. Il en rencontre 
trois especes dont les images sont: 1° une surface de genrs a =m=1, PR,=3, 
P,—= 5, p) = 2, ayant une courbe canonique isolde de genre deux; 2° une surface 
de genres un (p, = P,=]1) representable sur un plan double; 3° une surface de 
genres u =Pg =2, Pa=3, P,—=4, p) = 1 dont les courbes canoniques sont les 
courbes elliptiques d’un faisceau au moyen duquel sont composes les systemes pluri- 
canoniques. P. Dubreil (Nancy). 

Pomey, L&on: Sur la dötermination et les propriet&s harmoniques des points multiples 
d’une involution unieursale d’ordre queleonque. ©. R. Acad. Sci., Paris 202, 1395—1396 
(1936). 

Fortsetzung früherer Arbeiten (vgl. dies. Zbl. 12, 366). 1. Die Aufgabe, die n-fachen 
Punkte einer Involution I, anzugeben, wird auf die andere zurückgeführt, das ge- 
meinsame Punkt-n-Tupel von n Involutionen I, zu finden. 2. («x&)"=0 sei die 
Gleichung für die n-fachen Punkte von I„. Bemerkung, daß die Gleichung (& &)* ""(an)r 
—=0 bei der geometrischen Behandlung der I, nutzbar gemacht werden kann. Weiss. 

Babbage, D. W.: Some quartie primals and associated Cremona transformations 
of four-dimensional space. Proc. Cambridge Philos. Soc. 32, 12—22 (1936). 

The paper deals with the rational quartic hypersurface V$ in S,, represented 
in 8, by a linear system oo? of quartic surfaces F* through a base curve 0? (of order 9 
and genus 7). The author has some diffieulties with the dimension of the complete 
system |F*|. However, it would have been sufficient to point out that the residual 
intersection of two F* of the system is a O5 and that therefore the characteristic series g, 
of the linear system |03| cut out by |F?| on a fixed F? is at most: of dimension 2. Vi pos- 
sesses 24 nodes, corresponding to the 21 quadrisecants of CO? and to its three 8-secant 
conics, and is the general member of a complete continuous system, 008, of Vi’s 
with similar singularities. The map of a plane of 8, is a surface F? on Vi, having 
3 accidental double points at three of the nodes of V} and passing simply through 
the remaining 21 nodes. The quartic hypersurfaces through F? cut out on V} a linear 
system, at least oo®, of surfaces F®. A general F® of this system is a regular surface, 
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Pg — Pa = 1, and carries three exceptional lines. — The quartic hypersurfaces on F® 
are all of the same type as the underlying Vi and form an homaloidal' system oo4; 
the resulting quarto-quartic Cremona transformation is symmetric and is studied in 
some detail. — Several cases of specialization and degeneration of the V4 and of the 
associated curve C? are investigated. Attention is called to other four types of rational V3 
associated with linear systems |V3| in S, having a O1}, 08, C",, 0°, respectively as 
base curve. The first type is the general determinantal hypersurface in 8, and is 
already known. So is also the fourth type. The author plans to study the remaining 
two types in a subsequent paper. O. Zariski (Baltimore). 

Terraeini, A.: Sulle varietä luoghi di oo? spazi. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., 
VI.s. 23, 186—191 (1936). 

Vorläufige Mitteilung einer Untersuchung über Örter von oo! $, in einem r-dimen- 
sionalen Raume unter der Voraussetzung, daß zwei unendlich benachbarte 8, des 
Systems im allgemeinen einen S, gemein haben r>2h-+1-—p). Ein $, des 
Systems kann als Verbindungsraum von hA+1 Punkten ayft), ayft),...,ay(t) be- 
trachtet werden; so daß in der Matrix 

| at) art) -.. @r(E) aoltı) Aarlkı) --- arlkı) | 

alle (2% +2 — p)-reihige Unterdeterminanten unendlich klein der Ordnung A+1— p 
“ sind, wenn Zt, — t als unendlich klein 1. Ordnung angenommen wird. Wenn alle jene 
Unterdeterminanten unendlich klein der Ordnung 09 = (RA +1— p) + 0®) sind, aber 
oP+D = h— p ist, so spricht man von einem Schnitt-S, von zwei unendlich benach- 
barten S, des Systems mit der Inzidenzordnung o). Einige Ergebnisse werden hier 
kurz zusammengefaßt; insbesondere eine obere Grenze für 0), die immer eine gerade 
- ganze Zahl ist, und die Anwendung auf Örter von oo! Ebenen im Raume S,. Toglatti. 

Eger, Max: Determinazione del gruppo dei punti doppi aequisiti da una forma 
dell’ Sz,, passante per una data V,. Boll. Un. Mat. Ital. 15, 56—61 (1936). 

Eine Mannigfaltigkeit V; in S,;; habe keine anderen Singularitäten als d Doppel- 
punkte, in welchen je zwei einfache Blätter sich durchsetzen. Die Gruppe dieser 
Doppelpunkte (wobei jeder Doppelpunkt als Punktepaar auf den beiden Blättern zu 
betrachten ist) sei z.. Die Hyperflächen durch V; haben nach Severi [Mem. R. Accad. 
Torino 52, 61 (1903)] außer 7; noch eine weitere Gruppe von Doppelpunkten ö; auf V;. 
Dann werden die folgenden Äquivalenzen bewiesen: 


k 
= Wo0e — 9, 


k 
Ör — T kei (n = 1) o,. 


Dabei ist o, die Schnittgruppe eines allgemeinen $,,;,; mit der Mannigfaltigkeit H, 
der Berührungspunkt der Tangenten von V;, welche einen allgemein gegebenen $;_; 
in einem Punkte treffen, und ®, die Ordnung dieser Mannigfaltigkeit H,. 

van der Waerden (Leipzig). 

Roth, Leonard: On the geometrical genus of an algebraie variety. J. London Math. 
Soc. 11, 147—149 (1936). 

Es seien Q, und 2, der Grad und das Kurvengeschlecht der kanonischen Schar 
einer k-dimensionalen Mannigfaltigkeit V,, also 2, das Geschlecht einer charakteristi- 
schen Kurve K dieser Schar. Wird die allgemeine Kurve X als irreduzibel und ohne 
Basispunkte und die charakteristische Schar auf K als Vollschar vorausgesetzt, so 
ist ihre Dimension P— k, wo P das geometrische Geschlecht von V; ist; daher gilt 
auf Grund des Cliffordschen Satzes 

U(P—-h=L.- (1) 
Ist die charakteristische Schar außerdem einfach, so gilt weiter 


kk+)P=S22, +k—-YD(k+Y)(k+2). (2) 
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Für beide Ungleichungen (1), (2) wird untersucht, in welchen Fällen das Gleichheits- 
zeichen gilt. — Die Ungleichungen (1), (2) sind Verallgemeinerungen der. bekannten 
Ungleichungen von Noether und Castelnuovo 
29, ep® +3 bzw. 3p,<pW) +6. 
van der Waerden (Leipzig). 

Segre, Beniamino: Sui gruppi di S, associati di un S,. Rend. Accad. Sci. Ist. 
Bologna, N. s. 38, 27—33 (1934). 

Die Unterräume $; eines Raumes 8, r>4,1=k<r-— 2) werden üblicher- 


weise auf die Punkte einer Grassmannschen V7 eines Banmen S, dargestellt, wobei 
1121.,.klil 3 & 
6 ni )- Dez De Dim: Die" Bchnitt- 
punkte von V? mit einem Raume 8, _, liefern die Abbildung einer Gruppe von n Unter- 
räumen S;, die miteinander assoziiert genannt werden. Eine solche Gruppe wird 
durch Angabe vone —t+1 S; allgemeiner Lage vollständig definiert; und alle 8,_%- 1; 
die mitden o—t-+1 gegebenen $; inzident sind, sind auch mit den übrigen n„—o-+t— 18; 
der Gruppe inzident. Die n Räume $;, die mit £ gegebenen Räumen $,_z-., allge- 
meiner Lage inzident sind, sind assoziiert; aber nur fürr=4 und k=1,2 oder für 
r=5 und k=1,3 bilden sie die allgemeinste Gruppe assoziierter $;.. Der erste Fall 
gibt in seinen beiden dualen Formen die wohlbekannte Figur von 5 assoziierten Ebenen 
eines Raumes S,. Der andere Fall führt zu einer ähnlichen Konfiguration von 14 8, 
eines 8,: 7 S, allgemeiner Lage eines S, definieren eine solche Gruppe von 14 8;; 
die ool Geraden, die mit 7 jener S, inzident sind, sind auch mit den übrigen 7 inzident, 
und bilden eine Regelfläche 14. Ordnung; die 14 $,, die mit 8 Geraden allgemeiner 
Lage inzident sind, bilden die allgemeinste Gruppe von 14 assoziierten 8,; 8 Gerade 
des 8, liegen auf einer einzigen jener Regelflächen 14. Ordnung usw. E.@. Toglatti. 

Segre, Beniamino: Un problema di geometria numerativa. Boll. Un. Mat. Ital. 15, 
49—55 (1936). 

Sind X und 8 zwei Mannigfaltigkeiten im Raum $,, von den Dimensionen & 
und # und den Ordnungen a und 5, welche außer Schnittbestandteilen von der nor- 
malen Dimension 9 — 1=x&+Pß—» eine irreduzible Mannigfaltigkeit & von der 
Dimension y=®+n>=% gemeinsam haben, so bilden die Geraden durch einen 
allgemein gegebenen Punkt P, welche Y und ® in zwei verschiedenen Punkten schnei- 
den, einen Kegel von der Dimension ®, dessen Ordnung t berechnet werden soll. Es 
wird angenommen, daß die Erzeugenden des Kegels die Mannigfaltigkeiten X und 8 
im allgemeinen je nur einmal schneiden. Weiter wird angenommen, daß die „ge- 
mischte Paratingenz“ von X und ® in einem allgemeinen Punkt C von & (d.h. die 
Gesamtheit aller Grenzlagen von Geraden AB, wenn A auf V\ und B auf B gegen 
den Punkt O streben) nur die normale Dimension x +ß—y hat. Ist; W=0,1,..., N) 
der Schnitt von € mit einem allgemeinen 8,_3_; @=0,1,.. ., n), so ist die Vereinigung 
der gemischten Paratingenzen von X und ® in allen Punkten von € eine Mannig- 
faltigkeit von der Dimension «x + — ® — i, deren Ordnung mit u; bezeichnet wird. 
Dann wird behauptet t=d—- (wWwtUut-+W). 


Die Formel wird auch als Äquivalenz im Sinne der Theorie der Punktgruppen gedeutet. 
Eine Stelle im Beweis ist nicht genau ausgeführt; an dieser Stelle müßte wohl eine 
weitere Voraussetzung über die gemischte Paratingenz eingeführt werden, denn die 
angegebene Formel wird z. B. falsch im Falle zweier sich berührender Raumkurven, 
in welchem Fall offensichtlich = ab — 2 und w=1 ist. van der Waerden. 


Differentialgeometrie: 
Lotze, Alfred: Nachtrag zu meiner Arbeit: „Die Ableitungsgleichungen des eine 


Raumkurve begleitenden Dreibeins in der nichteuklidischen Geometrie“. (Dieser Jahres- 


bericht Bd. 45, S. 202—210.) Jber. Deutsch. Math.-Vereinig. 46, Abt. 1, 44—45 (1936). 
Vgl. dies. Zbl. 13, 34. 
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Kourensky, M.: Sur une möthode pour r&soudre le probleme de la deformation 
des surfaces. ©. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 1, 247249 (1936). 

L’auteur donne quelques formes differentes aux dquations de Darboux du pro- 
bleme de la deformation infiniment petite de la surface. S. Finikoff (Moskau). 

Koschmieder, Lothar: Adjungierte Extremalflächen im vierstufigen Raume. Math. 
Z. 41, 43—55 (1936). 

The paper is concerned with the extremal surfaces, given by parametrie equations 
© = z(u,v), y= y(w®), 2=z(u, v), w—= w(u, v), of two-dimensional variation pro- 
blems in four-dimensional space. The integrand ®ofthe variation problemis assumed to 
be a function (positive homogeneous of degree one) of the six Jacobians d (2, y)[d(u,),... 
alone. Since these six Jacobians are related by the Plücker identity, it isin the nature 
of the geometrical character of the discussion to assume that ® satisfies a certain 
partial differential equation of the first order, although it is observed that from the 
analytic point of view no essential restrietion is involved. Given any extremal sur- 
face of the problem, the Euler-Lagrange equations yield four equations which are 
seen to express the fact that four expressions, involving the first derivatives of the 
extremal surface, are complete differentials dE, dn, d£, dw. The equations x — E(w, v), 
y=nl(u, v), z= (u, v), w= w(u, v) determine a surface which is said to be adjoined 
to the initial extremal surface. It is shown that the surfaces adjoined to the extremal 
surfaces of the given variation problem are again the extremal surfaces of a variation 
problem of the same type. This relation between pairs of extremal surfaces of variation 
problems is then discussed further, the results representing generalizations of results 
of A. Haar [Math. Ann. 100, 481—502 (1928)] concerned with two-dimensional 
problems in three-dimensional space, and of L. Pf. Eisenhart [Amer. J. Math. 34, 
215-236 (1912)] concerned with minimal surfaces in four-dimensional space. 

Tibor Radö (Columbus). 

Douglas, Jesse: Some new results in the problem of Plateau. J. Math. Physics, 
Massachusetts Inst. Technol. 15, 55—64 (1936). 

The paper contains a preliminary report of the main results obtained recently 
by the author in the problem of Plateau for the general case when the number of 
dimensions of the space, the topological type of the minimal surface, and the number 
and position of the boundary curves are arbitrarily prescribed. The author states 
that the detailed proofs (which will be published in a later extensive paper) will depend 
upon the same functional which he introduced in his previous work on the problem 
of Plateau (see for instance this Zbl. 1, 141). Tibor Rado (Columbus). 

Satö, Saburö: Eine Begründung der projektiven Differentialgeometrie in der Form 
‘einer Verallgemeinerung der N. E. Differentialgeometrie. Jap. J. Math. 12, 99—108 

1936). 
hai Punkte P(w, v) einer Fläche im projektiven linearen dreidimensionalen 
Raume wird eine Quadrik: Q(uw, v) zugeordnet, welche den untersuchten Punkt nicht 
enthält. Diese Quadrik ermöglicht dem Verf., die projektive Differentialgeometrie 
der Fläche aus der nichteuklidischen Geometrie (mit dem Absolutgebilde ©) abzu- 
leiten. Als Beispiel soll hier die Konstruktion der projektiven Normale N angeführt 
werden: N ist die Verbindungsgerade des Poles der Tangentialebene von P in bezug 
auf Q mit P. Daraus sind dann die Grundgleichungen der projektiven Differential- 
geometrie der Fläche unschwer zu bestimmen. Hlavaty (Praha). 

Tikhotzky, C.: Sur la’transformation K des eongruences. C. R. Acad. Sci., Paris 
202, 1474—1475 (1936). er Y 

‘ Deux congruences de droites, € et 0, de l’espace ordinaire sont dites trans- 
formables K l’une de Y’autre, si ’on peut &tablir une correspondance biunivoque 
de leurs rayons satisfaisant & la condition -suivante: Etant donnes deux rayons 
homologues r, r’, ou peut par un deplacement amener la congruence 0’ en 0”, 
de telle maniere que le rayon r’’ de C”’ — qui resulte du deplacement du rayon r— 


27 
Zentralblatt für Mathematik. 13. 
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coineide avec le rayon r et que chaque surface röglee de C touche le long de r la 
surface correspondante de 0”. Ici l’A. donne des conditions differentielles, exprimant 
que deux congruences sont transformables K l’une de l’autre; il en deduit que les 
couples de congruences de cette espece dependent seulement d’une fonction arbitraire 
de deux arguments, que les developpables des deux congruences se correspondent et 
que les distances focales des rayons homologues sont egales. _Beniamino Segre. 
Bortolotti, Enea: Trasporti non lineari: geometria di un sistema di equazioni alle 
derivate parziali del 2° ordine. II. Altri operatori differenziali intrinseei. Le proprietä 
deserittive del sistema. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., VI.s. 23, 175—180 (1936). 
(Vgl., auch der Bezeichnung und Numerierung wegen, die zwei ersten Mitteilungen 
desselben Verf., dies. Zbl. 13, 365.) In dieser Mitteilung werden zuerst neue Formeln 
für die kovariante Ableitung der Größen angegeben, welche für m —=1 als Spezialfälle 
die analogen Bildungen von Cartan, Slebodzinski und Kosambi enthalten. Weiter 
werden die Differentialinvarianten gesucht, welche gegenüber (2) (s. oben) und 
Hyg = Hug + Tappı (4) 
invariant sind (‚„deskriptive‘ Invarianten). Dabei ist 7 nur an die Bedingungen ge- 
bunden, welche aus den Integrabilitätsbedingungen des Systems (1) entspringen. 
Aus (4) und y%, pP, = p, + ep lassen sich die Transformationsformeln für 7’; ,, 
Yıp und 0% „ (8. weiter unten) ausfindig machen. Diese Formeln zeigen, daß man 
für m = 1 die (teilweise beliebige) Funktion so wählen kann, daß y = 0 (evtl. o = 0), 
was für m > 1 im allgemeinen nicht der Fall ist. Dies ist aus folgendem Grunde wichtig: 
Erstens haben die y dieselbe Transformationsweise wie @. Zweitens sieht man leicht 


ein, daB 1: (u, ©, p) — ducıp Hiu (u, 2,P) = 0% pP, (5) 
OH; Re i AT 

hp — Head — Bid = aha (6) 

wo c*„— Konst., Dete?, +0, a = «fps, cu," = 64 und olpo = (ser) 

© ,yJe=ö 


die n.u.h. Bedingungen dafür sind, daß [wenn die Integrabilitätsbedingungen des 
Systems (1) erfüllt sind] eine Integralfläche des Systems durch einen Anfangspunkt 
und eine m-Richtung in Anfangslage bestimmt werden kann. Hlavaty (Praha). 

Chern, Shiing-Shen: Topologische Fragen der Differentialgeometrie. LXII. Eine 
Invariantentheorie der Dreigewebe aus r-dimensionalen Mannigfaltigkeiten im Ra,. 
Abh. math. Semin. Hamburg. Univ. 11, 333—358 (1936). 

Verf. betrachtet Gewebe aus r-dimensionalen Mannigfaltigkeiten im 2r-dimen- 
sionalen Raum. Er behandelt die Invariantentheorie dieser Gewebe mit Hilfe des 
Cartanschen Kalküls der Differentialformen und stellt die Bedingungen dafür auf, 
daß in dem Gewebe gewisse Schließungssätze gelten (Sechseck, Reidemeisters Würfel- 
projektion, Thomsens Dreiecksfigur D [vgl. G.Thomsen, T12, Schnittpunktssätze 
in.ebenen Geweben; Abh. math. Semin. Hamburg. Univ. 7, 99—106]). Durch Bei- 
spiele wird sichergestellt, daß keine zwei dieser Schließungsaussagen gleichwertig sind. 
D bedeutet Abbildbarkeit auf Scharen paralleler linearer Räume. Für r=2 vgl. 
auch G. Bol, Über Drei-Gewebe im vierdimensionalen Raum; dies. Zbl. 10, 222. 

@. Bol (Hamburg). 

Burau, Werner: Topologische Fragen der Differentialgeometrie. LXII. Die Kegel- 
schnittscharen einer Fläche 3. Ordnung. Abh. math. Semin. Hamburg. Univ. 11, 381 
bis 386 (1936). 

Schneidet man eine Fläche dritter Ordnung mit den Ebenen durch eine ihrer 
Geraden, so entsteht auf der Fläche eine Kegelschnittschar. Auf der allgemeinen 
Fläche gibt es 27 solcher Scharen, Verf. untersucht das von diesen Scharen gebildete 
Kurvengewebe. Je drei Scharen, die zu windschiefen Geraden gehören, bilden ein 
Sechseckgewebe, sonst sind keine Sechseckgewebe vorhanden. Durch diese Sechseck- 
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bedingungen sind die zu Flächen dritter Ordnung gehörigen Gewebe gekennzeichnet, 
ihre topologischen Invarianten sind in den Cremonainvarianten ebener Punktsextupel 
enthalten. Hat die Fläche Singularitäten, so gibt es darauf weniger Geraden (Regel- 
flächen ausgeschlossen) und entsprechend Gewebe, die aus einer kleineren Anzahl 
von Scharen bestehen. @. Bol (Hamburg). 


Topologie: 


Harmegnies, Rene: Sur quelques proprietes des r&seaux. C. R. Acad. Sci., Paris 
202, 1142—1144 (1936). 

The author announces results, largely antieipated by Whitney (Trans. Amer. 
Math. Soc. 34, 339—362; this Zbl. 4, 131) on the duality of graphs and their planar 
representation. He gives an inequality, in which equality implies planarity, for the 
number of subgraphs in a system of the type used to dualize vertices (this would seem 
to be related to the question of representing a graph on an appropriate multiply-con- 
nected surface). ’ A. W. Tucker (Princeton). 

Reidemeister, Kurt: Kommutative Fundamentalgruppen. Mh. Math. Phys. 43, 
20—28 (1936). 

Es werden zum erstenmal Gruppen mit endlich vielen Erzeugenden und Relationen 
angegeben, die nicht Fundamentalgruppen dreidimensionaler geschlossener Mannig- 

 faltigkeiten sind; es wird nämlich bewiesen, daß die einzigen kommutativen Funda- 
mentalgruppen dreidimensionaler geschlossener Mannigfaltigkeiten die zyklischen Grup- 
pen (einschließlich der freien zyklischen Gruppe) und die freie abelsche Gruppe mit 
3 Erzeugenden sind. Zur Ableitung dieses Ergebnisses wird der Dualitätssatz für 
„den Homotopiekettenring einer Mannigfaltigkeit herangezogen. Benutzt man eine 
Zellteilung der Mannigfaltigkeit, die eine einzige Zelle der Dimension 3 und eine einzige 
Zelle der Dimension O besitzt, so treten gleich viele Zellen s,,...,s„ der Dimension 
und Zellen f},...,/« der Dimension 2 auf. Die Berandungsrelationen der Flächen- 


stücke haben die Form R(f,) = Dr.;s;. Dabei sind r,, Elemente des Gruppenrings, 
| 


d.h. Ausdrücke von der Form g=)v,@;, wo G, ein Element der Fundamentalgruppe 
und »; eine ganze rationale Zahl ist. Die r,, sind durch die Darstellung der Funda- 
mentalgruppe durch Erzeugende und Relationen vollständig bestimmt. Geht man 


‚zur dualen Zellteilung über, so ergeben sich die Berandungrelationen R(,) = Yri 
i=1 


‚Dabei entsteht r,; aus r,, einerseits durch Zeilen- und Kolonnenvertauschung und 
‚andererseits dadurch, daß man allgemein g =D»; @;! setzt, falls g = 2v; @; ist. 
.Es müssen also die Matrizen r,, und r,; in allen Eigenschaften übereinstimmen, die 
|bei Abänderung der Erzeugenden und definierenden Relationen der Gruppe erhalten 
bleiben. Durch eine homomorphe Abbildung ® des Gruppenringes auf einen passenden 
Integritätsbereich lassen sich nun bekannte Ergebnisse der Äquivalenztheorie einer recht- 
eckigen Matrix anwenden: Die Matrizen ®r,; und ®r,, müssen dieselben Elementar- 
teilerideale und dieselbe Zeilen- und Kolonnenklasse besitzen. Dies ist nur bei den 
:zyklischen Gruppen und der freien zyklischen Gruppe von 3 Erzeugenden der Fall. 
H. Seifert (Heidelberg). 

Vietoris, L.: Beziehungen zwischen den Homologiegruppen eines Komplexes. Mh. 
Math. Phys. 43, 187—192 (1936). 

Auf einem simplizialen Komplex K seien X* und ®" (m=<n) zwei Zykelklassen, 
‘d.h. Klassen untereinander homologer Zykel. Zu jedem (aus Simplexen der simplizialen 
Zerlegung von K bestehenden) Zykel B" aus 8” möge es einen Zykel 4” aus X” geben, 
‚der auf B* liegt, d.h. es sollen alle Seiten von W” auch Seiten von B” sein. Man sagt 
‚dann, U” liege auf B”, in Zeichen: X” 8”. Die sämtlichen Elemente der k-ten Homo- 
logiegruppe $*, die auf einem bestimmten Element 'B" von 5” liegen, bilden eine 
27* 
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Untergruppe H*//P” von 9*. Die Faktorgruppe nn ist durch die „relativen 


Torsionszahlen und die ‚relative‘ Bettische Zahl charakterisiert. Eine der Beziehung C 
ähnliche Beziehung läßt sich in orientierbaren berandeten oder unberandeten Mannig- 
faltigkeiten M" mit Hilfe von Schnittzyklen erklären: Eine Zykelklasse & heißt Schnitt 
der Zykelklasse 6”, wenn es eine Klasse &" von Relativzykeln gibt (Zykeln, deren 
Rand auf dem Rande von M" liegt), so daß C’ die Schnittzykelklasse (C”, €) ist; ın 
Zeichen: &!< 6”. Die Begriffe werden an verschiedenen Beispielen erläutert. Serfert. 

Eilenberg, Samuel: Bemerkungen zur Pontrjaginschen Verallgemeinerung des 
Alexanderschen Dualitätssatzes. Fundam. Math. 26, 224—228 (1936). 

Jedem im Kleinen kompakten Hausdorffschen Raume R mit abzählbarer Basis 
wird für jedes r invariant eine Gruppe B’(R) zugeordnet, so daß, wenn FC R” ein 
Kompaktum ist, B’(F) zu B*-"-1(R" — F) isomorph ist. Die Konstruktion der 
Gruppe B’(R) geschieht ähnlich wie bei Pontrjagin, Math. Ann. 105, 194 u.f. (1931) 
(vgl. dies. Zbl. 2, 291), nur wird von einer Darstellung R = &F, ausgegangen, wobei 
die F;, Kompakta sind und F; im Innern von F;,, enthalten ist. Dieser Darstellung 
entspricht eine direkte Homomorphismenfolge für die Bettischen Gruppen der F;. 
Die Charaktergruppen bilden dann eine inverse Homomorphismenfolge, und es handelt 
sich um den Limes dieser letzten Folge. Eine Invarianzbetrachtung und die Heran- 
ziehung des Koeffizientenbereiches mod 1 schließt die Darstellung ab. Alexandrojf. 

Eilenberg, Samuel: Transformations eontinues en eirconference et la topologie du 

plan. Fundam. Math. 26, 61—112 (1936). 

Eilenberg, Samuel: Applieations topologiques des representations sur une eircon- 

ference de cerele. Wiadom. mat. 41, 1—32 (1936) [Polnisch]. 

Die polnische Arbeit ist im wesentlichen ein Auszug aus der französischen, die 
in drei Teile zerfällt. Im ersten Teil werden verschiedene Hilfssätze über stetige Ab- 
bildungen eines metrischen Raumes auf eine Kreislinie bewiesen. Wichtig ist be- 
sonders der Satz: Eine Abbildung f eines metrischen Raumes X auf die Kreislinie 
z2|= |®+y| = 1 ist dann und nur dann der konstanten Abbildung homotop (sym- 
bolisch {cv 1), wenn eine stetige reelle Funktion & existiert, so daß identisch f = e'? 
ist. Der wichtigste Satz des ersten Teiles ist: Ist X zusammenhängend und lokal- 
zusammenhängend, dann gilt {> 1 für jede stetige Abbildung von X auf eine Kreis- 
linie dann und nur dann, wenn X unikohärent ist, d.h. wenn bei jeder Zerlegung 
X=X,+X, in abgeschlossene zusammenhängende Mengen auch der Durch- 
schnitt X,X, zusammenhängend ist. Der Satz war bekannt (K. Borsuk, dies. Zbl. 
3, 27) nur in dem Falle eines vollständigen Raumes X. Der zweite Teil ist dem Zer- 
schneiden der Kugelfläche 8, zwischen zwei gegebenen Punkten 2’ und 2’’ gewidmet. 
Man sagt, daß die Menge X c 8, — (2) — (z”) die Kugelfläche S, zwischen 2’ und 2’ 
zerschneidet, wenn z’ und z’”’ in verschiedenen Konstituanten der Menge 8, — X liegen, 
d.h. wenn 2’ und z’”’ nicht beide in einem Teilkontinuum der Menge 8, — X enthalten 
sind. Den Ausgangspunkt bildet der folgende Satz: Man kann voraussetzen, daß 
z' und z” der Nord- bzw. Südpol ist; dann zerschneidet X die Kugelfläche S, zwischen 
2’ und z” dann und nur dann nicht, wenn r » 1 ist, wo r die Projektion von X aus z’ 
auf den Äquator ist. Aus diesem Satz folgen einheitlich neue Beweise und Verallge- 
meinerungen von vielen Sätzen aus der Topologie der Ebene. Folgende zwei Sätze 
seien als Beispiele angeführt. Erstens: Wenn X eine lokalzusammenhängende @3-Menge 
ist und 8, zwischen 2’ und 2’ zerschneidet, dann enthält X eine 8, zwischen 2’ und 2” 
zerschneidende einfache geschlossene Kurve. Zweitens: Wenn Y eine Konstituante 
des Komplementes S,— X einer lokalzusammenhängenden Menge X ist, dann ist 


jeder Punkt zvon Y— Y aus Y erreichbar, d. h.esgibtein zenthaltendes Kontinuum X 
so, daß K — (z)c Yiist. Beide Sätze waren bisher nur im Falle eines kompakten X 
bekannt. Im dritten Teile wird für einen metrischen Raum X die im Falle eines kom- 
pakten X bereits von Bruschlinki (dies. Zbl. 8,373) untersuchte abelsche Gruppe B,(X) 
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der stetigen Abbildungen von X auf eine Kreislinie betrachtet, wobei homotope Ab- 
bildungen als gleich betrachtet werden. Die Gruppe B,(X) hat keine Elemente 
endlicher Ordnung; daraus wird (8.89) der im allgemeinen nicht richtige Schluß ge- 
zogen, daß B,(X) immer eine frei Gruppe sei; auf dieses Versehen wurde Verf. von 
J. Schreier aufmerksam gemacht und wünschte eshier richtigzustellen ; übrigens wird 
dadurch nur der Beweis des Lemmas 5 (8. 97) und des Satzes 8 (S. 97—99), und zwar 
ganz unwesentlich, beeinflußt. Für eine beliebige Teilmenge X der Kugelfläche 8, 
wird bewiesen, daß die Anzahl der Konstituanten von 8; — X höchstens gleich 
b,(X) +1 ist, wo b,(X) die Maximalzahl unabhängiger Elemente der Gruppe B, (X) 
oder 00 bedeutet. Das Wort höchstens kann hier bekanntlich im allgemeinen nicht 
gestrichen werden; es wird gezeigt, daß es doch gestrichen werden darf, erstens, was 
ja im wesentlichen bekannt war, im Falle eines kompakten X, zweitens, und das ist 
ein sehr bemerkenswertes Ergebnis, auch im Falle eines lokalzusammenhängenden X. 
Zum Schluß möchte ich hervorheben, daß dieses Referat nur ein sehr unvollständiges 
Bild über diese wichtige und inhaltsreiche Arbeit geben kann; doch sei wegen weiterer 
Einzelheiten auf die Arbeit selbst verwiesen. Cech (Brno). 

Borsuk, K., und $. Eilenberg: Über stetige Abbildungen der Teilmengen euklidischer 
Räume auf die Kreislinie. Fundam. Math. 26, 207—223 (1936). 

Neuer wesentlicher Beitrag zu der sich in den letzten Jahren rasch entwickelnden 
homotopischen Theorie der homologischen Eigenschaften. Bruschlinsky hat 1934, 
Math. Ann. 109, 525—537 (vgl. dies. Zbl. 8, 373), gezeigt, daß die ‚freie‘ eindimen- 
sionale Bettische Gruppe eines Kompaktums F der Gruppe ®!(F) der Klassen von 
stetigen Abbildungen von F in die Kreislinie isomorph ist. In der vorliegenden Arbeit 
wird u. a. gezeigt, daß eine solche Isomorphie nicht mehr besteht, wenn man anstatt 
- von Kompakten offene Mengen sogar des R3 betrachtet. Und zwar: das Komplement 

zu dem bekannten Vietoris-van Dantzigschen Solenoid (im R3) hat die erste Bettische 
Zahl 1 und läßt sich nichtsdestoweniger nur unwesentlich auf die Kreislinie abbilden. 
Die Ausführungen der Arbeit benutzen einen neuen Begriff eines konvergenten Zyklus: 
Ein wahrer ganzzahliger Zyklus Z= (2), 29, .. :,2%,...) wird konvergent genannt, 
wenn es ganze Zahlen t; + O gibt so, daß 1, (2, — 25; 1) ganzzahlig &;-berandet, lime; = 0. 
Die Restklassengruppe der Gruppe der in diesem Sinne konvergenten r-dimensionalen 
Zyklen nach den rationalberandenden wird als Bettische Gruppe B1(F) bezeichnet. 
Für Polyeder und offene Mengen Euklidischer Räume ist sie mit der gewöhnlichen 
„freien“ Bettischen Gruppe isomorph. Es wird nun für jedes Kompaktum FR" 
die Isomorphie zwischen der soeben definierten Gruppe B*"?(F) und der Gruppe 
SB1(R*— F) bewiesen. Als Anwendung wird gezeigt: Sind O, und CO, zwei geschlossene 
-Jordankurven des R3, so ist CO, dann und nur dann ein Retrakt von R® — (,, wenn 
die Verschlingungszahl von C, und (gleich list. Für die Solenoiden # gilt: B1(F) + 0, 
BU(R— F)=0. Ferner: Es gibt im R? Kurven, die selbst nicht unikohärent sind, 
die aber ein unikohärentes Komplement besitzen. Andererseits gilt aber: Fall zwei 
homöomorphe Kompakta im R” gegeben sind und das Komplement des einen uni- 
kohärent ist, so auch des anderen. Für lokal zusammenhängende Kompakta wird 
die Gleichheit der Ränge der Gruppen B!(F) und ®!(F) bewiesen. Im R? fallen diese 
Ränge auch mit den Rängen derselben Gruppen des Komplementes zusammen, so 
daß die vier Gruppen B!(F), 8!(F), B(R— F), 8(R—F) alle denselben Rang 
haben. Bei den Beweisen spielt der folgende Begriff des Parallelismus ‚die wesentliche 
Rolle. Sind F, und F, disjunkte Kompakta des R", so heißt eine Abbildung / von F, 
in die Kreislinie zu einem Zyklus 2*"? von F, parallel, wenn für jeden eindimensionalen 
(konvergenten) Zyklus 2! von F, der Grad der Abbildung / gleich der Verschlingungs- 
zahl v(z!,2*-2) ist. Sodann wird mit Hilfe des Alexanderschen Dualitätssatzes be- 
wiesen: Ist PC R" ein Polyeder, so gibt es zu jedem 2""? c R" “ eine zu ihm parallele 
Abbildung von P in die 8! und umgekehrt, während andererseits für parallele f, 2-2 
die Unwesentlichkeit von f mit 2""2 0 offenbar gleichbedeutend ist. Alexandroff. 
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Borsuk, Karol: Über den Lusternik-Schnirelmannschen Begriff der Kategorie. 
Fundam. Math. 26, 123—136 (1936). 

Ist E eine beliebige Teilmenge eines metrischen Raumes M, dann ist die Kategorie 
von Ein bezug auf M (Bez. catyE) die kleinste Kardinalzahl m, so daß E gleich der 
Summe von m in M zusammenziehbar und in E abgeschlossenen Mengen ist. Die 
Zahl catM = catyM ist die Kategorie (schlechthin) von M. Dieser Begriff wurde 
von L. Lusternik [Topologische Grundlagen der allgemeinen Eigenwerttheorie. Mh. 
Math. Phys. 37, 125—130 (1930)] und von L. Schnirelmann [Über eine neue kombina- 
torische Invariante; ibidem 37, 131—134 (1930)] in dem Spezialfalle untersucht, wo M 
eine Mannigfaltigkeit und E in M abgeschlossen ist. Hier werden folgende Sätze 
bewiesen: Falls caty A endlich und A zusammenhängend ist, dann lassen sich je zwei 
Punkte von A in M durch einen Bogen verbinden. Wenn AC M kompakt und M 
lokalzusammenziehbar ist, dann ist caty4A endlich. Wenn Ac M kompakt und M 
zusammenhängend und lokalzusammenziehbar ist, dann gilt catyA<dimA +1. 
M heißt in der Dimension n lokalzusammenhängend, wenn zu jedem Punkte » von M 
und zu jedem & > 0 ein 6 > 0 existiert so, daß jede in der d-Umgebung von p liegende 
singuläre n-Kugel in der &-Umgebung von p nullhomotop ist. Wenn Ac M kompakt 
und M in den Dimensionen O0 und 1 lokalzusammenhängend ist, so gibt es eine Über- 
deckung von A mit caty A in M zusammenziehbaren Streckenbildern. Ist M ein in 
den Dimensionen O und 1 lokalzusammenhängendes Kontinuum von der Kategorie <2, 
so ist das Verschwinden der ersten Bettischen Zahl mit dem Verschwinden der Funda- 
mentalgruppe äquivalent. Aus dem letzten Satze folgt, daß catM, sogar im Falle 
einer Mannigfaltigkeit M, keine Homologieinvariante ist. Öech (Brno). 

Kolmogoroff, A.: Les groupes de Betti des espaces localement bicompaets. ©. R. 
Acad. Sci., Paris 202, 1144—1147 (1936). 

Verf. definiert für jeden Hausdorffschen im kleinen bikompakten Raum R und 
für jede diskrete bzw. im kleinen bikompakte Abelsche Gruppe J bzw. 0 als Koeffi- 
zientenbereich die r-dimensionale obere bzw. untere Bettische Gruppe BS(R, J) 
bzw. B/,(R,0) von R in bezug auf J bzw. 0. Durch diese Definition und die an sie 
anschließende Theorie wird die homologische Topologie nicht nur im allgemeinen 
Falle der im kleinen bikompakten Räume auf eine originelle Weise begründet, sondern 
auch die der gewöhnlichen Kompakten in ein ganz neues Licht gebracht. — Als r-di- 
mensionaler algebraischer Komplex in R wird eine eindeutige schiefsymmetrische 
additive Funktion @"(E,,..., E,) verstanden, wobei die E,,..., E, beliebige in R 
bikompakte Punktmengen sind und die Werte der Funktion @* Elemente der Abel- 
schen Gruppe @ sind. Dabei wird verlangt: Wenn die abgeschlossenen Hüllen 2, 
der E,,?=0,1,...,r, einen leeren Durchschnitt haben, so ist @ (E,,...,E,) =0. — 
Der Berandungsoperator g, wird definiert bei bikompaktem R als 

up = PT Eos. Br) = PR, Eu... Er-)), 
im allgemeinen Falle aber 

Er ME. B-]) = 9 (le, Ds E,_3); - 
wobei @ irgendeine in R bikompakte offene Menge SE, + --- + E,_, ist. Es gilt 
IuIu p'(E,; rung E,_,) Sr o(G, @, Ev; m, E,_;) — 2 Komplexe o' mit Gr or —( 
heißen Zyklen; der Zyklus p’ heißt berandend, 90, fallsein @+! mitg,p'ti=gr 
existiert. Die Restklassengruppe der Gruppe aller r-dimensionalen Zyklen nach der 
Untergruppe der berandenden Zyklen ist die Bettische Gruppe BZ\(R, J). Die Gruppe © 
aller @" wird topologisiert. Die Umgebungen eines Elementes 9” von ©’ werden zu 
endlichen Systemen von in R bikompakten Mengen in Beziehung gestellt: Ist 


M,,. My, ein solches System und i,,...,?, ein System natürlicher Zahlen, wobei 
jedes „<p ist, so wählt man vorerst eine Umgebung U,,...;, des Elementes 
Y'(M,;,,...,M;,) von 0. Eine Umgebung V von @" besteht definitionsgemäß aus 


allen komplexen ”, die der Bedingung genügen: Wenn %o5: 4%, unter den Zah- 
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len 1,2,...,p beliebig gewählt sind, so ist y’(M,,...;M;,) ein Element von U,,...;,- 
Auf diese Weise werden ®", die Untergruppe Z’C ®* aller Zyklen, die Untergruppe 
H' CZ’ der berandenden Zyklen und schließlich B/,(R, 6) zu bikompakten Gruppen. — 


Jetzt werden die schiefsymmetrischen Funktionen (Pos: 9) von jer +1 Punkten 
von F mit Werten aus J unter der folgenden Bedingung definiert: Es existiert für 


jedes " ein endliches System 57 von disjunkten in R bikompakten Mengen derart, 
GB FlDe.-- DB) =, p,), wenn nur bei jedem :, O<i<r, p; und p in 
einem Element des Mengensystems 7 enthalten sind. Zwei Funktionen # und 
heißen äquivalent, wenn jeder Punkt pc R eine Umgebung U(p) besitzt, so daß 


a Pr<CÜU gilt: lpas.il, 9) = B(Ppos:- Pr): Die Klassen äquivalenter 
Funktionen /” heißen r-dimensionale algebraische o-Komplexe, . Der Berandungs- 


operator wird definiert 
rach 


of = *!(po; 2.3 Pr+1) = BA (Bas +» Pi-1» Pixi>- «>> Pr+1)- 

Die Ränder zweier äquivalenter Funktionen sind äquivalent, man kann somit ohne 
weiteres vom Rand eines o-Komplexes sprechen. Die Randdefinition führt in üblicher 
Weise zu den Definitionen des Zyklus, der Homologie, der Bettischen Gruppen BZ(R,J). 
Vgl. auch Alexander, Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A. 21, 509—511 (1935), dies. Zbl. 
12, 230, wo o-Gruppen für kompakta definiert werden. P. Alexandroff (Moskau). 

Kolmogoroff, A.: Proprietes des groupes de Betti des espaces localement bieompaets. 
C. R. Acad. Sci., Paris 202, 1325—1327 (1936). 
Nachdem in einer ersten Note (vgl. vorst. Ref.) die Definition der Bettischen 
' 0- und u-Gruppen gegeben wurde, wird jetzt die Theorie dieser Gruppen in voller 
Allgemeinheit aufgebaut. Vorbemerkung: Zwei Abelsche Gruppen J und @, von 
denen die erste diskret, die zweite bikompakt ist, heißen (zueinander) reziprok, 
wenn jede von ihnen der Charakterengruppe der anderen isomorph ist. Sodann gilt 
für reziproke J und 6 und jeden im Kleinen bikompakten Hausdorffschen Raum R 
folgender Reziprozitätssatz: Die Gruppen B/(R,6) und B;(R,J) sind bei 
jedem r>0 reziprok. Nachdem der Beweis dieses Satzes skizziert ist, wird der 
Begriff eines Fundamentalsystems eingeführt: es werden Zerlegungen & des 
Raumes R in endlich- oder unendlich-viele disjunkte Punktmengen betrachtet; eine 
solche Zerlegung heißt lokal-endlich, falls eine bikompakte Punktmenge von R nur 
mit. endlich-vielen Elementen von 2 gemeinsame.Punkte haben kann. Ein Funda- 
mentalsystem ist ein System © von lokal-endlichen Zerlegungen & mit folgenden 
Eigenschaften: 1. Wenn 2’ und 2” zwei Elemente des Systems © sind, so ist die 
Zerlegung 2 = 2” 2”, die definitionsgemäß aus den Durchschnittsmengen je eines 
Elementes von &” mit einem Element von 2” besteht, ebenfalls ein Element von ©. 
2. Ist {U,,..., U,} eine endliche offene Überdeckung einer bikompakten Punkt- 
menge Ac R, so existiert unter den Elementen von © ein solches &, daß jedes Element 
von &, welches mit A gemeinsame Punkte hat, in einem U, enthalten ist. Ist © = {2} 
ein Fundamentalsystem, und betrachtet man die endlichen Summen von diesen 2’ ge- 
hörenden Punktmengen, so erhält man einen Mengenkörper, der mit T(©) bezeichnet 
wird. Sodann gelten: Erster Reduktionssatz. Es sei © ein Fundamental- 
system, 2’ ein o-Zyklus; esexistiert ein o-Zyklus 4, welcher zu 2? homolog 
ist und welcher in bezug auf jedes seinerArgumente auf jeder zu einem 
Element Z von © gehörenden Punktmenge konstant ist. Zweiter Re- 
duktionssatz. Falls der v-Zyklus @*(E,,...,E,) Nullist, sobald E,,...,B, 
zu T(&) gehören, so ist @’(B,,...,E,) homolog Null. P. Alexandroff. 

Vaughan jr., H. E.: On local Betti numbers. Duke math. J. 2, 117—137 (1936). 

Eine Definition der lokalen Bettischen Zahlen, die als eine direkte Übertragung 
ins n-Dimensionale der Definition der Urysohn-Mengerschen Verzweigungsordnung 
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anzusprechen ist. Und zwar: ß’(a, F) ist die kleinste nichtnegative ganze Zahl k 
von der Eigenschaft, daß es beliebig kleine Umgebungen von a (in bezug auf F) gibt, 
deren Begrenzungen (dim, F— 1)-dimensional sind und die r-te Bettische Zahl k haben. 
Falls es ein solches % nicht gibt, wird in bekannter. Weise zwischen ß’(a, F) =w 
und 8’(a, F) = N, unterschieden. Diese Definition wird in naheliegender Weise auf 
eine Definition der (absoluten) inneren und Randpunkte angewendet. Ferner wird 


die Lebesguesche Klasse der Mengen der Punkte mit ß’(a, F) = k ermittelt. Es werden 


schließlich Beziehungen zu den lokalen Bettischen Zahlen und dem lokalen Zusammen- 
hange im Sinne des Ref. aufgestellt. Bewiesen wird: Falls p’(a, F) (im Sinne des 
Ref.) endlich (oder w) ist, ist ß""!(a,F)=p’(a,F). Ob darüber hinaus bei end- 
lichem p’ (a, F) stets ß""!(a, F) = p’ (a, F), bleibt unentschieden. Die obige allgemeine 
Definition wird auf den zweidimensionalen Fall angewandt und ergibt dann Charak- 
terisierungen der zweidimensionalen geschlossenen Mannigfaltigkeiten, des zweidimen- 
sionalen Elementes und der topologischen Ebene. Und zwar: eine geschlossene M? 
ist eine zweidimensionale geschlossene Cantorsche Mannigfaltigkeit F (im Sinne des 
Ref.) mit ß!(a,F)<1 in jedem Punkte. Durch naheliegende Abänderung dieser 
Definition erhält man eine Definition des zweidimensionalen Elementes. Eine Defini- 
tion der topologischen Ebene lautet wie folgt: Es sei R ein zweidimensionaler im 
Kleinen kompakter jedoch nicht kompakter metrischer Raum von der Eigenschaft, 
daß jeder eindimensionale wahre Zyklus in R in einer kompakten Teilmenge von R 
berandet. Ferner wird vorausgesetzt, daß jeder Punkt a von R eine in R kompakte 


Umgebung U(a) mit eindimensionaler Begrenzung F besitzt, wobei p! F=1 und U 
eine irreduzible Membran in bezug auf einen eindimensionalen Zyklus in F ist. Dann 
ist R der Ebene homöomorph. P. Alexandroff (Moskau). 


Weil, Andr&: Les recouvrements des espaces topologiques: espaces complets, espaces 
bicompaets. C. R. Acad. Sci., Paris 202, 1002—1005 (1936). 

Sei E ein topologischer Raum (espace accessible im Sinne von Frechet). Ein 
System R von Teilmengen von E nennt Verf. eine Überdeckung, wenn für jeden 
Punkt p von E die Menge p? eine offene Menge >p enthält (A® gleich Summe aller 
zu A nichtfremden Mengen aus R). Ist R’ eine zweite Überdeckung, so bedeutet 
R<ER bzw. R<R', daß pt c p® bzw. (pf)? cp für jeden Punkt p von E ist. 
Ein System CO von Überdeckungen R heißt eine reguläre Klasse, wenn es folgende 
3 Eigenschaften besitzt: I. Für jeden Punkt p und jede offene Menge 2 2 p existiert 
in (ein Rmitp®c 2. II. Zu je zwei Rund R’ aus ( existiert in (ein R’ mit R’"<R 
und R’< FR. III. Zu jedem R aus C enthält C ein R’ mit R’?< R. — Man kann 
umgekehrt den topologischen Raum durch die Überdeckungen definieren: Sei Z eine 
beliebige Menge, © eine Klasse von Mengenfamilien R, so daß E die Summe aller 
Mengen aus R für jedes R ist, so daß weiter die Axiome II und III gelten und schließlich 
zu je zwei Elementen p und g aus EB ein R existiert, welches keine p und q gleich- 
zeitig enthaltende Menge enthält. Nun erkläre man die Mengen pf als Umgebungen; 
dann sind alle Raumaxiome erfüllt und C ist eine reguläre Klasse. — Jeder Raum 
mit regulärer Klasse ist vollständig regulär und daher homöomorph einer Teilmenge 
eines a-dimensionalen Torus (a passende Kardinalzahl beliebiger Klasse). — Eine 
Familie F abgeschlossener Mengen heißt Cauchysch, wenn 1. je endlich viele Mengen 
aus F einen nichtleeren Durchschnitt haben und 2. zu jedem R aus C in F eine Menge A 
existiert, so daß A c p* für jedes pc A. — Zwei Familien sind äquivalent, wenn die 
Summen aus je einer Menge der einen und der anderen eine Cauchy-Familie bilden. 
E heißt vollständig bez. C, wenn jede Cauchy-Familie äquivalent ist zu einer Familie, 
die nur aus einem Punkt besteht. Ist Z nicht vollständig bez. C, so kann man E 
vollständig machen (auf genau eine Art), indem man entsprechend jeder Klasse äqui- 
valenter Cauchy-Familien einen Punkt zu E hinzufügt. — Eine Menge A heißt relativ 
bikompakt bez. O, wenn A für jedes R aus O durch endlich viele p® überdeckbar ist. 
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Es gilt folgender Satz: Damit der aus Z mit Hilfe der regulären Klasse C hergeleitete 
vollständige Raum bikompakt sei, ist notwendig und hinreichend, daß E relativ bi- 
kompakt bez. CO sei. — In einem bikompakten Raum sind je zwei reguläre Klassen (, 0’ 
äquivalent, d.h. zu jedem R aus C existiert in C’ ein R’ mit R< Rund umgekehrt. 
Nöbeling (Erlangen). 

Weil, Andre: Sur les groupes topologiques et les groupes mesures. ©. R. Acad. Sci., 
Paris 202, 1147—1149 (1936). 

Die Begriffe der Note des Verf. „Les recouvrements des espaces topologiques“ 
(vgl. vorsteh. Ref.) finden eine wichtige Anwendung in den topologischen Gruppen. 
Sei @ eine topologische Gruppe. Ist V eine Umgebung der Einheit, so bilden die 
Mengen sV (wo s die Elemente der Gruppe durchläuft) eine Überdeckung. Durch- 
läuft V alle Umgebungen der Einheit, so erhält man eine reguläre Klasse von Über- 
deekungen. Das gleiche gilt, wenn man die Mengen sV/ n Vs nimmt, und in diesem 
Fall ist der Raum, der aus @ durch Vervollständigung mit Hilfe der genannten Klasse 
entsteht, eine Gruppe. Besitzt die Einheit mindestens eine bez. der Klasse der sV 
relativ bikompakte Umgebung, so liefert die Vervollständigung von @ mit Hilfe dieser 
Klasse eine lokal bikompakte Gruppe. — In einer lokal bikompakten Gruppe existiert 
(eindeutig) ein linksinvariantes Maß (Verschärfung eines Satzes von Haar, vgl. 
dies. Zbl. 6, 101). Dieses Resultat kann umgekehrt werden: Sei @ eine „groupe 
mesure“, d.h. in der (nicht notwendig topologischen) Gruppe @ sei ein linksinvariantes 
Maß definiert derart, daß, wenn f(z, y) eine meßbare Funktion auf dem direkten 
Produkt von @ mit sich ist, auch f(y”! x, y) meßbar ist. Dann kann man mit Hilfe 
der meßbaren Mengen AcC@ mit endlichem positivem Inhalt in @ eine Topologie 
- definieren. (Dieselbe stimmt, wenn @ lokal bikompakt ist und man das Haarsche 
Maß benutzt, mit der schon vorhandenen Topologie überein.) Man kann auch die 
abgeschlossene Hülle einer Menge EC @ durch die genannten Mengen A definieren. 
Man kann weiter mit Hilfe des in @ gegebenen Maßes die Gruppe @ zu einer lokal 
bikompakten Gruppe G vervollständigen. Das in @ nach obengenanntem Satz von 
Haar vorhandene Maß hängt mit dem Ausgangsmaß von @ folgendermaßen zusammen: 
Jede auf@ definierte stetige, integrierbare Funktion hat auf @ und @ dasselbe Integral 
(das erstere gebildet mit dem Maß in @, das letztere mit dem Haarschen Maß). Bei 
Beschränkung auf vollständige Gruppen ergibt sich Äquivalenz zwischen den Be- 
griffen der „groupe mesure“ und der lokal bikompakten Gruppe; in ihnen bestimmt 
das Maß eindeutig die Topologie und umgekehrt. Nöbeling (Erlangen). 


Astronomie und Astrophysik. 


MeCrea, W. H., and K. K. Mitra: Schuster’s problem for a moving atmosphere. 
Z. Astrophys. 11, 359—378 (1936). 

In certain astrophysical phenomena, for example Wolf-Rayet stars, solar promin- 
ences and novae, the scattering of light in a moving medium is a problem of great 
interest. The present paper gives a theoretical discussion of it. After having formuläted 
the general problem to be attacked — it is a generalised Schuster problem — the 
authors proceed to a brief qualitative discussion of the results which are to be expected; 
a quantitative estimate of the effects is also given. The general equation of radiation 
transfer for the problem under consideration is then written down, and approximate 
solutions of it are given for the particular cases of small velocities and weak scattering 
respectively. The analogue of the usual Schuster-Schwarzschild approximation is 
discussed, and an estimation of a “total line strength” is given, which is shown to give 
in general the order of magnitude of the effects. Finally a numerical example is worked 
out. — The problem has been previously discussed in special cases by several authors, 
to whose work reference is given in the introduction to the present paper. Steensholt. 
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Brunn, A. v.: Numerische Reehnungen zum inneren Aufbau rein gasförmiger 
Sterne. Z. Astrophys. 11, 379—391 (1936). 

Details are given of the numerical solution of the equations of equilibrium of 
gaseous stellar models for the cases ö — 0 (E-solution) and ö=4 x 10% (an F’-solu- 
tion), where 6 =A — u — 4, the parameters A, wu being those defined in this connection 
by Rosseland (this Zbl..4, 287). The case ö = 0 is the Emden polytrope of index 3. 
The author prefers to describe the process employed as “analytic continuation” rather 
than numerical integration; he gives full tables and graphs of his results. The work 
is closely connected with that of ten Bruggencate (this Zbl. 10, 185; 11, 84), who 
in particular has distinguished the solutions of type F’. The object in studying these 
F’ solutions is to see the effect of boundary conditions which correspond more naturally 
to those of actual stars than do those employed in the standard theory of Emden 
polytropes. The author nevertheless concludes, from the comparison of his solutions, 
that in gaseous stars the Emden solution may be taken to apply to the interior, and 
the observed boundary of the star to be situated at the surface which encloses the 
corresponding Emden mass. There will merely be small departures from the Emden 
solution very near to the boundary in order to ensure that the physically correct 
thermodynamie conditions are satisfied there. W.H. McCrea (London). 

Chandrasekhar, S.: Fitude des atmosphöres stellaires. M&m. Soc. Roy. Sci. Liege, 
III. s. 20, fasc. 2, 1—89 (1935). 

The paper is a translation of lectures given in May 1933 at the University of 
Liege. The first part of it is devoted to a discussion of the problems of Schuster 
and of Schwarzschild. The second part gives a discussion of the theory of the 
chromosphere, and in the third part of the memoir, the theory of absorption lines 
is treated. Steensholt (Bergen). 

Kopal, Zdenek, and Hubert Slouka: Axial rotation of globular star elusters. Natur 
137, 621 (1936). 

Die Verff. versuchen, aus den beobachteten Abplattungen (Mittelwert nach 
Shapley, ‚„Stellar clusters‘‘ = 0,123) und den zu 10°—107 Sonnenmassen geschätzten 
Massen der kugelförmigen Sternhaufen mit Hilfe der Clairautschen Beziehung zwischen 
Rotationsgeschwindigkeit und Abplattung eines rotierenden Körpers auf die Winkel- 
geschwindigkeit der Achsenrotation von Kugelhaufen zu schließen, und finden Rota- 
tionsperioden von der Größenordnung 108 Jahre. Die Tragfähigkeit der Argumentation 
wird aber stark beeinträchtigt durch die Annahme, daß die einen Kugelhaufen kon- 
stituierenden Systeme von Sternen gleichen Spektraltyps einzeln als starre Körper 
rotieren. Straßl (Göttingen). 

Malmquist, K. 6.: The effeet of an absorption of light in space upon some relations 
in stellar statistics. Ark. Mat. Astron. Fys. 25 A, Nr 14, 1—9 (1936). 

Die Arbeit beschäftigt sich mit der Modifikation, die einige früher abgeleitete 
Beziehungen der Stellarstatistik durch Einführung einer kosmischen Absorption er- 
leiden. Insbesondere wird gezeigt, daß unter den üblichen Voraussetzungen — Ver- 
teilungsfunktion der absoluten Helligkeiten als Gaußkurve darstellbar und von der 
Entfernung unabhängig — der Zusammenhang zwischen der Verteilungsfunktion der 
absoluten Helligkeiten für konstante scheinbare Helligkeit und der Verteilungsfunktion 
der absoluten Helligkeiten schlechthin auch bei Absorption unverändert gültig bleibt. 

Straßl (Göttingen). 


Quantentheorie. 


© Zimmer, Ernst: Umsturz im Weltbild der Physik. Gemeinverständlich dargestellt. 
Mit einem Geleitwort v. Max Planek. 3. Aufl. München: Knorr & Hirth G@. m.b.H. 
1936. 272 8. u. 58 Fig. RM. 4.50. 

Das Buch gibt eine gemeinverständliche Übersicht über die Entdeckungen und 
theoretischen Gesichtspunkte der neuen Atomphysik, wobei das Schlußkapitel einen 
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Versuch zur Stellungnahme zu der erneuerten erkenntnistheoretischen Diskussion des 
Kausalprinzips enthält. O. Klein (Stockholm). 

Furry, W. H.: Note on the quantum-mechanical theory of measurement. Physic. 
Rev., II.s. 49, 393399 (1936). 

Durch eine allgemeine mathematische Analyse und an einem einfachen Beispiel 
wird der Widerspruch zwischen dem von Einstein, Podolsky und Rosen vor- 
geschlagenen Wirklichkeitskriterium (dies. Zbl. 12, 42) und den Grundprinzipien der 
Quantentheorie dargelegt. O. Klein (Stockholm). 


Levi, Beppo: Sulle equazioni della meccanica ondulatoria. Mem. Accad. Sei. Ist. 
Bologna, IX. s. 1, 95—100 (1934). 

Betrachtungen über die Verknüpfung der klassischen Mechanik mit der Wellen- 
mechanik. Es wird eine partielle Differentialgleichung 2. Ordnung aufgestellt, deren 
Bicharakteristiken-Gleichungen die Hamiltonschen kanonischen Differentialgleichungen 
sind. Die genannte partielle Differentialgleichung ist sehr viel allgemeiner als die 
Schrödingersche und enthält die letztere als Spezialfall. Bechert (Gießen). 

Hanson, E. T.: Probability in wave mechanies. Philos. Mag., VII.s. 21, 572 bis 
608 (1936). 

Es wird versucht, die quantenmechanische Wellengleichung aus der klassischen 
statistischen Mechanik abzuleiten auf Grund einer Hypothese über die Beobachtbarkeit 
eines mechanischen Systems. O. Klein (Stockholm). 
| Klein, 0.: Eine Verallgemeinerung der Diraesehen relativistischen Wellengleichung. 

Ark. Mat. Astron. Fys. 25 A, Nr 15, 1—19 (1936). 

Die Arbeit untersucht gewisse mathematische Möglichkeiten, die Diracsche Wellen- 
- gleichung des Elektrons derart zu verallgemeinern, daß sie auch auf Teilchen mit 
anderen Werten des magnetischen und des mechanischen Spinmomentes anwendbar 
_ wird. Die vom Verf. angegebene diesbezügliche Verallgemeinerung ergibt für jeden 
anderen als den Diracschen Spezialfall die Notwendigkeit, die Ruhmasse der frag- 
lichen Teilchen als eine Matrix (also nicht als Konstante) anzusetzen, was der 
Verf. für die Kernphysik verwerten möchte. P. Jordan (Rostock). 

Winter, Jaeques: Sur la polarisation des ondes de Dirac. ©. R. Acad. Sci., Paris 202, 
1265—1267 (1936). 

Eine ‚Polarisation‘ der Elektronenwellen durch zweifache Streuung gibt es nicht. 

P. Jordan (Rostock). 


Infeld, L.: The new eleetrodynamies and the fine strueture eonstant. Nature 137, 


658 (1936). 

- Die vom Verf. untersuchte, von der Bornschen abweichende Lagrangefunktion 
ergibt eine gegenüber der Bornschen Theorie um einen Faktor V& vergrößerte Elek- 
tronenmasse; der Vergleich mit dem Euler-Kokkelschen Resultat ergibt dann für die 


1 e 
reziproke Feinstrukturkonstante den Wert an 130, was dem experimentellen Werte 
Bu — 137 erheblich näher kommt, als der aus der Bornschen Elektrodynamik zu be- 


& 
rechnende Wert n =82, P. Jordan (Rostock). 


Born, Max, and N. S. Nagendra Nath: The neutrino theory of light. Proc. Indian 
Acad. Sci., Sect. A 3, 318—337 (1936). 

Ausführlicher zusammenfassender Bericht über die Untersuchungen von Jordan 
und Kronig zur Neutrinotheorie des Lichtes. In dieser ausführlichen Darstellung 
werden verschiedene Umrechnungen und Zusammenhänge vereinfacht und übersicht- 
licher dargestellt. Insbesondere wird ferner die Beziehung der Theorie zur Diracschen 
Löcheridee (angewandt auf die Neutrinos) geklärt; die Unterscheidung „positiver“ 
und ‚„negativer‘‘ Neutrinos entspricht danach völlig der Unterscheidung von Elek- 
tronen positiver Energie und „Löchern“ in der Diracschen Theorie. P. Jordan. 
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Breit, G., and E. Wigner: Capture of slow neutrons. Physic. Rev., II. s. 49, 519 
bis 531 (1936). 

In früheren Theorien war die Einfangung langsamer Neutronen durch Kerne als 
Einkörperproblem behandelt worden. Die Resultate waren nicht in Übereinstimmung 
mit den Experimenten. Z.B. sollte nach der Einkörpertheorie die Einfangung etwa 
ebenso wahrscheinlich sein wie die Streuung von Neutronen, während experimentell 
die Einfangung in vielen Fällen sehr viel wahrscheinlicher ist. Außerdem war nicht 
zu verstehen, wieso jedes Element selektive Absorption für eine charakteristische 
Neutronenenergie zeigt. — Breit und Wigner behandeln das Problem als Vielkörper- 
problem. Die selektiven Absorptionsmaxima sind zu erklären als Resonanz mit einem 
virtuellen Zustand des „Gesamtkerns‘“, der durch die Einfangung des Neutrons ent- 
steht. Ein solcher virtueller Zustand kann nur schwer in ein Neutron und den ursprüng- 
lichen Kern zerfallen, weil dazu die ganze Anregungsenergie des Kerns auf das eine 
Neutron konzentriert werden muß. Es ist viel wahrscheinlicher, daß der Gesamt- 
kern, wenn er einmal im virtuellen Zustand gebildet ist, durch Aussendung von y-Strah- 
lung in einen tieferen, stabilen Zustand übergeht. Dieser Umstand erklärt die kleine 
Wahrscheinlichkeit der Streuung verglichen mit der Einfangung. Die Tatsache, daß 
es sich um ein Vielkörperproblem handelt, erklärt die Schärfe der Maxima in der 
Neutronenabsorption, als Funktion der Energie. — Die Verff. geben Abschätzungen 
der Anzahl der zu erwartenden Resonanzniveaus, und zeigen, daß diese ausreicht, 
um die Zahl der beobachteten großen Wirkungsquerschnitte zu erklären. Die Wahr- 
scheinlichkeit der Emission von y-Strahlung wird abgeschätzt; sie soll einer Breite 
des virtuellen Kernniveaus von etwa 10 Volt entsprechen, was etwas größer zu sein 
scheint als neue experimentelle Ergebnisse. Die Wahrscheinlichkeit der Dissoziation 
des Gesamtkerns in Neutron plus ursprünglichen Kern ergibt sich i. allg. etwa 10 bis 
1000mal kleiner, vorausgesetzt daß das einfallende Neutron kleine Energie (unter 
100 Volt) hat. Die Wahrscheinlichkeit des Eintritts eines freien Neutrons in den 
ursprünglichen Kern, d.h. der Bildung des virtuellen Niveaus des Gesamtkerns, ist 
natürlich ebenso klein; andererseits sind aber alle Neutronen, die am Kern in einem 
Abstand kleiner als die de Broglie-Wellenlänge A vorbeigehen, imstande, eingefangen 
zu werden; und da die de Broglie-Wellenlänge sehr groß ist (10”8 cm für Neutronen 
thermischer Geschwindigkeit), können die Wirkungsquerschnitte außerordentlich groß 
werden im Einklang mit den Beobachtungen. Bethe (Ithaka). 

Fierz, Markus: Über die künstliche Umwandlung des Protons in ein Neuiron. Helv. 
physica Acta 9, 245—264 (1936). 

Nach der Fermischen Theorie des ß-Zerfalls muß es neben den spontanen Kern- 
umwandlungen unter Aussendung eines positiven oder negativen Elektrons und eines 
Neutrinos oder Antineutrinos auch induzierte Kernumwandlungen geben, wenn ein 
Kern der Beschießung mit leichten Teilchen ausgesetzt wird. Verf. berechnet zunächst 
die Wirkungsquerschnitte für derartige Prozesse, und zwar für die Finfangung eines 
Neutrinos durch einen Kern mit Kernladung Z unter gleichzeitiger Einfangung eines 
Elektrons aus der K-Schale sowie für die Einfangung eines Elektrons bzw. Neutrinos 
durch ein Proton unter gleichzeitiger Aussendung eines Antineutrinos bzw. Positrons. 
Weiterhin untersucht Verf. Prozesse zweiter Ordnung, bei denen auch das elektro- 
magnetische Feld mitwirkt; nämlich die Umwandlung eines Protons in ein Neutron 
durch ein Lichtquant unter Aussendung eines Positrons und Neutrinos und dieselbe 
Umwandlung durch den Stoß eines schnellen geladenen Teilchens. In allen Fällen 
ergeben sich die theoretischen Wirkungsquerschnitte als so klein, daß ein experimenteller 
Nachweis der genannten Vorgänge nicht möglich sein dürfte. R.de L. Kronig. 

Rozental, S.: Über die analytische Form von Elektroneneigenfunktionen in leiehten 
Atomen. Bull. int. Acad. Polon. Sei. A 1935, 501-506. 

Betrachtungen über die angenäherte Berechnung der Gesamtenergie von leichten 
Atomen; als Eigenfunktionen werden analytische Ausdrücke von der Slaterschen Form 
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benutzt. Die Anwendung auf Be gibt als Gesamtenergie 391,7e-Volt an Stelle des 
beobachteten 397,2 e-Volt. Bechert (Gießen). 

Grönblom, B. O0.: Eine wellenmechanische Untersuehung über die Abstoßung 
ua neutralen Edelgasatomen. Soc. Sci. Fennica. Comment. phys.-math. 8, Nr 13, 
—9 (1936). 

Angenäherte theoretische Untersuchung der Abstoßung von 2 Edelgasatomen ; 
als Elektronen-Eigenfunktion wird die Form y=N,.r. er/a verwendet. Es kommt 
qualitativ das Abstoßungsgesetz heraus, das von Wasastjerna empirisch angegeben 
worden ist [Soc. Sci. Fenn., Comm. Phys.-Math. 6, Nr 19 u. 22 (1932); dies. Zbl. 6, 
189 u. 190]. Bechert (Gießen). 

Gora, Edwin: On the theory of pressure broadening of spectral lines. Proc. Indian 
Acad. Sci., Sect. A 3, 272284 (1936). 

Es wird versucht, die Druckverschiebung der Spektrallinien gegen längere Wellen 
bei Fremdgaszusatz durch die Kopplung zwischen dem virtuellen Oszillator des strahlen- 
den Atoms und den virtuellen Oszillatoren der Fremdgasatome zu beschreiben. Die 
klassische Rechnung führt zu einer Beziehung zwischen dieser Verschiebung und der 
Dispersion der gestrahlten Frequenz im Fremdgas, in der allerdings die Minimal- 
entfernung der Fremdatome vom strahlenden Atom eingeht, so daß eine experimentelle 
Prüfung erschwert wird. — Ferner wird die Wirkung einer Kopplung zwischen den 
virtuellen Oszillatoren untersucht, die proportional zu der Geschwindigkeit der Schwin- 
gung ist. Diese verändert die Ausstrahlungsintensität und kann auch eine Violett- 
verschiebung hervorrufen. Verf. meint, die quantenmechanischen Austauschkräfte auf 
diese Weise beschreiben zu können. — Im letzten Abschnitt der Arbeit wird der Ein- 


- fluß der zeitlichen Veränderungen der Kopplungen untersucht. V. Weisskopf. 


Hartree, D. R., and W. Hartree: Self-consistent field, with exchange, for beryllium. 
I. The (2s) (2p) ?P and !P exeited states. Proc. Roy. Soc. London A 154, 588—607 
(1936). 

Numerische Lösung der Fockschen Gleichungen des self-consistent field für die 
Terme (2s) (2p)?P,!P des Bel. Es wird eine allgemeine Methode angegeben, die 
Fockschen Gleichungen durch Differentiation zu gewinnen. Die (2s)- und (2p)-Wellen- 
funktionen sind für die zwei Terme beträchtlich verschieden. Die berechneten Energie- 
werte sind wesentlich besser als diejenigen, die man mit dem self-consistent field ohne 
Beachtung des Austausches bekommt. (I. vgl. dies. Zbl. 11, 330.) Bechert (Gießen). 

Steensholt, G.: Zur numerischen Berechnung der Potentialkurven des Wasserstoff- 
molekülions. Z. Physik 100, 547—548 (1936). 

Mott, N. F.: Thermal properties of an incompletely degenerate Fermi gas. Proc. 
Cambridge Philos. Soc. 32, 108—111 (1936). 

Verf. berechnet die in der Theorie des Fermigases vorkommenden Integrale für 
den Fall, daß die Fermische Grenzenergie £ von der gleichen Größenordnung ist 
wie kT. Die Berechnung geschieht durch numerische Integration, außerdem werden 
Formeln für den „klassischen“ Grenzfall AT>Z und den entarteten Fall kT<Z 
gegeben. Kurven geben den totalen Energieinhalt, die spezifische Wärme und die 
magnetische Suszeptibilität als Funktionen von kT/C. Bethe (Ithaka). 

Franchetti, S.: Lo stato liquido e le forze interatomiche. I. Atti Accad. naz. Lincei, 
Rend., VI. s. 22, 585—593 (1935). 

Prüfung der in der vorigen Arbeit (s. dies. Zbl. 13, 138) aufgestellten Gleichungen 
an Hand von experimentellem Material, wobei sich gute Übereinstimmung ergibt. 
Betrachtungen über interatomare Kräfte in Flüssigkeiten. Bechert (Gießen). 

Bartelink, E. H. B.: Näherungsmethode zur Berechnung der Austritisarbeit von 
Elektronen aus Metallen. Physica 3, 193—204 (1936). 

Die Arbeit enthält die Berechnung der Austrittsarbeit auf Grund einer von 
O. Scherzer vorgeschlagenen Methode [Stückweises Herausführen der Ladung, spätere 
Zusammensetzung und Benutzung der Fermi-Thomas-Gleichung; s. A. Sommerfeld, 
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Helv. physica Acta, suppl. 2, 31 (1935); dies. Zbl. 11, 140]. Die erhaltenen Werte 
für die Alkalimetalle weichen etwa 40% von den gemessenen ab. Nordheim. 

Mitchell, K.: The theory of the surface photoeleetrie effeet in metals. II. Proc. 
Roy. Soc. London A 158, 513—533 (1936). 

Verf. berechnet eine Anzahl Korrektionen zu seinen früheren Rechnungen über 
den Oberflächen-Photoeffekt. Die Annahme einer rauhen Oberfläche des emittierenden 
Metalls erklärt die Existenz eines Photoeffekts für Licht, welches ‚parallel zur Ober- 
fläche“ polarisiert ist. Diese Ansicht ist im Einklang damit, daß experimentell die 
Größe des Photoeffekts für „parallel“ polarisiertes Licht stark von der Oberflächen- 
beschaffenheit abhängt und für gut reflektierende Oberflächen “sehr klein ist. Auch 
die Berücksichtigung der Bindung der Leitungselektronen in den Metallatomen würde 
einen Effekt für parallel polarisiertes Licht geben, der jedoch nicht von der Ober- 
flächenbeschaffenheit abhängt. — Die absolute Ausbeute im Photoeffekt ist um so 
größer, je stärker die Eigenfunktionen der Elektronen im Metall von denen freier 
Elektronen abweichen. Dies rührt daher, daß die Anzahl der Elektronenzustände 
pro Energieintervall mit wachsender „Bindung“ zunimmt. Zugleich nimmt die Fermi- 
energie ab, und das bekannte Maximum des Photoeffekts als Funktion der Frequenz 
wird schärfer. Übereinstimmung mit dem Experiment wird für Kalium erzielt, wenn 
die „effektive Masse‘‘ der Leitungselektronen gleich 2,ömal der wahren Elektronen- 
masse aufgenommen wird, d. h. die Breite des Energiebandes gleich 0,4mal der Breite 
für freie Elektronen. Diese Abweichung von freien Elektronen erscheint äußerst groß, 
und vermutlich ist die Schärfe des beobachteten Maximums nicht auf diese Weise 
zu erklären, sondern durch Variation der optischen Konstanten des Metalls, etwa 
nach der Theorie von Schiff und Thomas. — Die Energieverteilung der Photo- 
elektronen zeigt ein Maximum nahe der Maximalenergie, in Übereinstimmung mit 
den neuesten und besten Messungen von Brady, aber im Widerspruch mit älteren 
Messungen. Die theoretischen Verteilungskurven der Geschwindigkeit der Photo- 
elektronen in magnetischen Ablenkungsexperimenten und der Geschwindigkeit senk- 
recht zur Metalloberfläche werden gegeben. Bethe (Ithaka). 

Hund, F., und B. Mrowka: Über die Zustände der Elektronen in einem Kristall- 
gitter. II. Energiebänder in einfachen Gittern. Ber. Verh. sächs. Akad. Leipzig 87, 
325—350 (1935). 

. In Fortsetzung einer früheren Untersuchung (vgl. dies. Zbl. 13, 239) werden die 
Energiebänder einiger wichtiger Gittertypen in einer, zwei und drei Dimensionen 
diskutiert. Hierbei wird angenommen, daß sich jedes Elektron in einem festen Kraft- 
feld bewegt. Ferner wird angenommen, daß die Eigenfunktionen sich aus einer end- 
lichen Anzahl von Lösungen des kugelsymmetrischen Problems mit konstanten Koeffi- 
zienten zusammensetzen lassen. Die Randbedingungen an der Grenze zweier Elementar- 
zellen lassen sich dann nur an einem Punkt befriedigen. Für bestimmte Gittertypen 
wird nur mit zwei Lösungen des Atomproblems gerechnet, dies führt dazu, daß die 
Breite jedes Energiebandes für bestimmte Werte des Atomabstandes auf Null zu- 
sammenschrumpft (was wohl sicher nicht der Wirklichkeit entspricht; d. Ref.). Ferner 
werden die untersuchten Gitter auch in der Näherung schwacher und starker Bindung 
behandelt und der Zusammenhang mit anderen Näherungsverfahren erörtert. Peierls. 

Sokolow, A., und N. Machalowa: Über die Energieniveaus des Elektrons in einem 
eindimensionalen Kristallmodell mit Lockerstellen. (Mit Anwendung auf die Theorie 
des elektrischen Durchschlages.) Z. Physik 99, 503—517 (1936). 

. An einem eindimensionalen Kronigschen Modell wird die Störung der Kristall- 
niveaus durch Lockerstellen untersucht. Im Falle eines Potentialberges ergeben sich 
neue Zustände vom Charakter von Oberflächenniveaus, im Falle einer Senke eine 
Reihe von Niveaus (Zahl abhängig von der Breite der Lockerstellen) in sonst ver- 
botenen Gebieten. Diese Zusatzniveaus sollen als Brücke zwischen erlaubten Zonen 
den elektrischen. :Durchschlag von Dielektriken erklären. Nordheim. 
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Muto, Toshinosuke: On the theory of the thermolumineseence in some erystals. 
Sei. Pap. Inst. Physic. Chem. Res. 28, 207—220 (1936). 

Folgender Mechanismus der Thermolumineszenz wird vorgeschlagen: Im Kristall 
befinden sich „Fremdatome‘“ (seltene Erden usw.), welche ein Elektronenniveau be- 
sitzen, das höher liegt als die (mehr oder weniger) diskreten Energieniveaus der Kristall- 
atome, jedoch niedriger als das tiefste Eigenwertband des Kristalles, das einen Elek- 
tronentransport durch den ganzen Kristall (Leitfähigkeit) gestattet. Von den tiefer 
liegenden Energieniveaus der Kristallatome ist mindestens eines unbesetzt. Trotz- 
dem kann ein Elektron, das in dem Niveau eines der Fremdatome gebunden ist, nicht 
in das unbesetzte Niveau eines benachbarten Kristallatoms übergehen, weil die Über- 
gangswahrscheinlichkeit zu klein ist. Das Fremdatom wird dann solange angeregt 
bleiben, bis sein Elektron durch die Wirkung einer Gitterwelle in das nächsthöhere, 
leitende Energieband des Kristalls gehoben wird. Von dort kann es dann in einen 
tieferen Zustand der Kristallatome übergehen unter Aussendung von Lumineszenz- 
strahlung. Diese Theorie erklärt, warum die Thermolumineszenz nach einer gewissen 
Zeit aufhört. Die angeregten Fremdatome sind dann einfach erschöpft. Es ist dann 
notwendig, durch Bestrahlung mit Röntgenstrahlung o. ä. von neuem Fremdatome 
anzuregen, ehe man wieder Thermolumineszenz beobachten kann. Bethe. 

Tarsehisch, L.: Quantenstatistische Theorie des Schmelzens. Z. Physik 99, 259 
bis 273 (1936). 

Verf. glaubt zeigen zu können, daß ein schwach anharmonischer Oszillator nur 
zwei Quantenzustände, n—=0 und 1, besitzen kann. Er wendet infolgedessen die 

 Fermistatistik auf die Debyeschen Schwingungen eines Kristalls an. Dann gibt es 
eine bestimmte Maximalenergie der thermischen Schwingungen, da die Anzahl der 

- Schwingungen ja vorgegeben ist. Verf. betrachtet als Ursache des Schmelzprozesses 
eine Überschreitung dieser Maximalenergie. Bethe (Ithaka). 

Hulthen, L.: Über das antiferromagnetische Austauschproblem bei tiefen Tempera- 
turen. Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 39, 190—200 (1936). 

Das Problem eines ‚„Antiferromagnetikums“, d.h. eines Gitters von Elementar- 
magneten, zwischen denen Austauschkräfte wirken, die Nachbarmagnete entgegen- 
gesetzt zu stellen suchen, wird diskutiert. Das quantenmechanische Problem wird 
zunächst durch ein klassisches ersetzt, mit dessen Hilfe man die Gleichgewichtslage 
berechnet und die Variablen des Systems nach Potenzen der Entfernung von der 
Gleichgewichtslage entwickelt. In den so vereinfachten Gleichungen geht man dann 
wieder zur Quantentheorie über. Es ergibt sich, daß die Entropie (ohne äußeres 
Magnetfeld) bei tiefen Temperaturen proportional 7? wird und daß sich die magnetische 
‚Suszeptibilität einem konstanten Wert nähert, mit einer Abweichung, die propor- 
tional T? ist. R. Peverls (Cambridge). 


"Thermodynamik und klassische kinetische Theorie der Materie. 


_  Verschaffelt, J.-E.: La thermomö&eanique de la eouche superfieielle. I. Gen£ralites; 
eorps purs. Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 22, 373—389 (1936). 


Verschaffelt, J.-E.: La thermomöcanique de la couche superficielle. II. La formule 
d’adsorption. Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 22, 390—401 (1936). 


Versehaffelt, J.-E.: La thermom6canique de la eouche superfieielle. III. Phases 
mixtes. Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 22, 402—411 (1936). 


. Versehaffelt, J.-E.: La thermomöcanique du eondueteur £leetrique. Extrait par: 
' Acad. roy. Belg., II.s. 14, 48 pag. (1935). rd: 1 
Verf. nimmt an, daß die thermodynamischen Hauptsätze für ein Element eines 
Leiters gelten, falls ein stationärer Strom durch den Leiter fließt. Der Stromtrans- 
port $ ist mit einem proportionalen Energietransport kS verbunden. Außerdem wird 
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die Arbeit eingeführt, die beim Ein- und Austritt eines Stroms in ein Volumelemenrt 
geleistet wird; sie wird gleich div(j8) gesetzt. j und %k sind Proportionalitätskonstante, 
die von Zusammensetzung, Temperatur und anderen Eigenschaften des Leiters ab- 
hängen. — Die thermoelektrischen Effekte werden behandelt. Der Peltiereffekt z. B. 
ergibt sich gleich der Differenz der Koeffizienten k in den beiden Metallen, der Thomson- 
effekt ist eine kompliziertere Funktion von k. Die thermodynamische Relation zwischen 
den beiden Effekten ergibt sich natürlich unmittelbar. j hängt mit dem Galvani- 
potential zusammen. — Der Rest der Arbeit ist den Effekten in nicht-isotropen Medien 
gewidmet. Bethe (Ithaka). 

Verschaffelt, J.-E.: Sur la thermomöeanique du eondueteur &leetrique. I. La theorie 
des effets Peltier et Thomson. Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 21, 841—854 (1935). 

Die thermoelektrischen Effekte werden vom Standpunkt der thermodynamischen 
Überlegungen des Verf. (vgl. vorst: Ref.) besprochen und die Resultate mit denen 
früherer Rechnungen verglichen. Es ergibt sich, daß in den früheren Formulierungen 
der zweite Hauptsatz nur für den Leiter als Ganzes galt, während er in Verschaffelts 
Formulierung für jedes Volumelement gültig ist. Physikalische Unterschiede ergeben 
sich daraus natürlich nicht. Bethe (Ithaka). 

Verschaffelt, J.-E.: Sur la thermomeeanique du condueteur e@leetrigue. II. La 
relation entre les eoeffieients des effets Ettingshausen et Nernst. Bull. Acad. Roy. 
Belg., V.s. 21, 855—864 (1935). 

Die Arbeit diskutiert die thermodynamischen Definitionen, die notwendig sind, 
um die Bridgmansche Relation zwischen den thermo- und galvanomagnetischen 
Effekten zu erhalten. Bethe (Ithaka). 

Verschaffelt, 3.-E.: Sur la thermomö&canique du condueteur eleetrique. II. Re- 
flexions sur la thöorie des effets magnetiques transversaux. Bull. Acad. Roy. Belg., 
V.s. 21, 1022—1035 (1935). 

Vergleich der thermodynamischen Entwicklungen des Verf. mit den Resultaten 
der elementaren elektronentheoretischen Behandlung von Sommerfeld und Frank. 
Es wird gezeigt, daß die letztere meist nicht das richtige Vorzeichen der Effekte gibt. 
(Dies rührt daher, daß die Elektronen im Metall nicht frei sind, was bei den galvano- 
magnetischen Effekten von größter Wichtigkeit ist. Ref.) Bethe (Ithaka). 

Lerberghe, 6. van, et P. Glansdorff: Contribution & la ihermodynamique des systömes 
ouverts. Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 22, 484-497 (1936). 

Satö, Mizuho: Über die Theorie der relativistischen entarteten Korpuskelgase und 
deren Anwendung auf die atomische Theorie der Brownsehen Molekularbewegung. Sci. 
Rep. Töhoku Univ., I. s. 24, 565—586 (1936). 

Verf. betrachtet ein Korpuskelgas in Wechselwirkung mit einem „Lichtquanten- 
gas“. Die Wechselwirkung soll nach Verf. entweder durch elastische Zusammenstöße 
oder durch Absorption und Ausstrahlung erfolgen; im letzteren Fall sollen nach Verf. 
„die Geschwindigkeit, die Richtung und die Anzahl der vom Teilchen ausgeschleuderten 
Lichtquanten von denselben Größen der auftreffenden Lichtquanten unabhängig 
sein“. Die unter diesen Voraussetzungen entstehende Brownsche Bewegung der Gas- 
teilchen wird vom Verf. untersucht. V. Fock (Leningrad). 

Linder, Ernest 6.: Effect of eleetron pressure on plasma electron oseillations. Physic. 
Rev., II. s. 49, 753—754 (1936). 

Verf. will die Folge des Elektronendruckes bei Eigenschwingungen der Elektronen 
in einem „Plasma“ (Raumladung) berechnen. Hierzu stellt er eine Differentialgleichung 
auf, in der ein Glied vorhanden ist, das diesen Elektronengasdruck berücksichtigt. 
Durch Betrachtung eines eindimensionalen Falles gelingt es in einfacher Weise, die 
Eigenschwingungen zu berechnen und damit die Schwingungsdauer .als Funktion der 
Elektronengastemperatur. M.J.O. Strutt (Eindhoven). 


